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1 Grupos

Isn’t it surprising that we can do physics at all?

K. SUNDERMEYER[43].

1.1 Simetrias

Suponha que desejemos descrever um certo sistema fisico. Por exemplo, o movimento
livre de uma particula em Mecanica Cléassica. O primeiro passo para estudar tal problema
envolve fazer uma escolha: em qual referencial estamos trabalhando?

H& diversas escolhas necessarias para descrever o problema. Por exemplo, qual a
posicao inicial da particula? Qual sua rapidez? Em qual direcao ela se move? Em que
instante o cronémetro foi iniciado?



A existéncia destas liberdades é reflexo das simetrias do sistema com o qual estamos
lidando. Quando descrevemos o movimento de uma particula livre, o Universo nao se
importa com qual ponto escolhemos chamar de origem. Ou com quando iniciamos o
crondémetro. Ou com qual dire¢do dizemos ser “para cima”. Na verdade, como podemos
mudar de referencial ao considerar um observador se movendo com velocidade constante,
o Universo nao se importa sequer com qual a velocidade que atribuimos a particula.

Embora a principio isto parega uma mera curiosidade, o estudo das simetrias de um
sistema nos permitird obter uma compreensiao mais profunda sobre a Fisica de um sistema.
De fato, pode-se dizer que as simetrias de um sistema determinam a sua dinidmica. As
simetrias da Mecéanica Classica que mencionamos anteriormente sao suficientes para obter
de modo quase imediato a Lei da Inércia, por exemplo[3, 30].

Mesmo que nao houvesse uma conexao tao profunda, como poderiamos estudar Fisica
se nao existissem tantas simetrias? Se as Leis de Newton valessem em apenas um tnico
referencial privilegiado, quao complexo seria o movimento descrito em outros referenciais?
E se ndo estivéssemos em um referencial tao privilegiado? Poderiamos ter que lidar com
dindmicas muito mais dificeis do que as que observamos de fato, e isso poderia tornar
nosso trabalho completamente invidvel.

O poder das simetrias é tdo profundo e vasto que permeia a Fisica Fundamental.
Ao estudar o Universo em grande escala, por exemplo, frequentemente assumimos que
o espago é homogéneo (ndo possui uma posigao preferencial) e isotrépico (ndo possui
uma diregdo preferencial)[45, Cap. 5]. Ao estudar modelos simples de buracos negros,
assumimos que o espago é esfericamente simétrico e que o espago-tempo é estatico no
tempo[45, Cap. 6]. Podemos estudar alguns processos nucleares ao introduzir simetrias
aproximadas em que prétons e néutrons sdo tratadas como aspectos diferentes de uma sé
particula[49, Sec. 4.6]. O Modelo Padrao da Fisica de Particulas — bem como tentativas
de extensoes conhecidas como Teorias de Grande Unificagdo — é profundamente baseado
nas nogao de simetria[53, Partes IV e VII|. Discutiremos alguns destes exemplos na
Secdo 4 na péagina 55.

FEm alguns destes casos, as simetrias nos permitem tornar o problema mais tratavel.
A existéncia de estrelas, planetas e galdxias nos da certeza de que os arredores de um
buraco negro nao sao esfericamente simétricos de maneira exata, mas apenas de forma
aproximada. Em outros casos, como nos exemplos envolvendo Fisica de Particulas ou
Gravitagao Quéntica, estas simetrias poderiam ser propriedades exatas do Universo.

Para motivarmos os conceitos mateméticos que utilizaremos em nosso estudo, comece-
mos considerando um exemplo familiar: a simetria esférica.

1.2 Rotacgoes

Diversos sistemas de interesse fisico sao modelados com o uso da simetria esférica. Por
exemplo, o buraco negro de Schwarzschild ou o &tomo de hidrogénio. Mas o que entendemos
como sendo simetria esférica?

Um sistema fisico é esfericamente simétrico quando é invariante por rotagdes. Ao
rotacionarmos o sistema de coordenadas (ou todo o contetdo do sistema, como preferir),
a Fisica deve permanecer a mesma. Por exemplo, um buraco negro de Schwarzschild
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possui a mesma aparéncia quando visto de cima, baixo, pela esquerda, pela direita, etc.
Contudo, como podemos descrever matematicamente uma rotacgao?

Sabemos intuitivamente que rotagdes sao transformagoes que preservam os angulos
entre vetores. Se temos dois vetores x e y e os rodamos para Rx e Ry, os angulos entre os
dois vetores devem permanecer iguais. Além disso, a norma de x e de Rx devem coincidir:
rotacdes nao esticam nem encolhem vetores.

Ainda é razoavel assumirmos que as rotagoes se comportam de modo que

R(x+y) = Rx+ Ry (1.1)

R(ax) = aRx, (1.2)

onde « é um nimero real qualquer. A primeira propriedade pode ser entendida pela nocao
de que vetores que estao sendo somados sdo rotacionados juntos, de maneira “soélida”,
e assim também é rotacionada a sua soma. Quanto a segunda propriedade, esperamos
que rotacoes sejam “cegas” para o tamanho dos vetores: elas se importam apenas com a
direcao.

Em conjunto, as propriedades Egs. (1.1) e (1.2) dizem que R é uma transformagao
linear. Pode-se mostrar que tais transformagoes podem ser representadas por matrizes[11,
Sec. 3.4]. Assim, estamos interessados nas matrizes reais quadradas 3 X 3 que preservam
angulos e normas de vetores. Oras, angulos e normas sao calculados por meio do produto
escalar. Assim, buscamos matrizes 3 X 3 com

Rx-Ry=x-y. (1.3)

Exercicio 1:
Seja R uma matriz quadrada com coeficientes reais. Mostre que RTR = 1 se, e somente
se,

Rx-Ry=x-y (1.4)

para quaisquer dois vetores x e y.
Feito isso, mostra que RTR = 1 se, e somente se,

[ F2x[| =[x (1.5)

para todo vetor x € R. Sugestao: prove a chamada identidade de polarizacao,

1
x-y =3 (Ix+ vl = Ix = 3I), (16)

e a utilize para concluir a demonstragao.
Acima, e no restante deste texto, RT denota a matriz transposta de R e 1 denota a
matriz identidade. M

Exercicio 2:

Seja R uma matriz quadrada com coeficientes reais e tal que RTR = 1. Mostre que se
det R = —1, entao a transformagdo R mapeia um sistema de coordenadas de méo direita
a um de mao esquerda e vice-versa. BY



Deste modo, estamos interessados em estudar as propriedades do espago
SO(3) = {R € SL3(R); RTR = 1}. (1.7)

A notagao SL3(R) pode parecer misteriosa, mas denota apenas as matrizes 3 x 3 com
coeficientes reais e determinante 1. De modo geral, denotaremos por My (K) o espago das
matrizes N x N com coeficientes em algum conjunto K. Além disso, definimos

GLx(N) = {M € My(K); det M # 0}, (1.8)

SLy(K) = {M € My/(K); det M = 1}. (1.9)

“GL” abrevia o nome general linear group, ou grupo geral linear, que usamos para
nos referir ao espago das matrizes com determinante nao-nulo. “SL”, de forma analoga,
vem de special linear group, ou grupo linear especial, que diz respeito as matrizes com
determinante 1.

Naturalmente, o “S” em SO(3) também significa special. O “O” por sua vez provém
de orthogonal, ou ortogonal, que é o nome dado as matrizes quadradas com entradas reais
e satisfazendo RTR = 1. Em particular, é comum definir

0(3) = {R € GLg(3); RTR = 1}. (1.10)

De todo modo, nosso interesse ¢ em SO(3). Quais as propriedades bésicas deste
conjunto?

Dadas duas rotagoes quaisquer R,S € SO(3), sua composi¢ao é também rotagéo.
Dado um livro, por exemplo, podemos roda-lo segundo R e imediatamente depois roda-lo
segundo S. Matematicamente, expressamos isso ao notar que

(RS)TRS = STRTRS, (1.11a)
= 5718, (1.11b)
= 578, (1.11c)
=1, (1.11d)

onde usamos RTR =1 e STS = 1. Isto mostra que RS € O(3). Porém, vemos ainda que

det(RS) = det(R) - det(S), (1.12a)
=11, (1.12b)
=1, (1.12¢)

e assim RS € SO(3).

Isso vale para rotacoes, mas é uma propriedade que esperariamos de qualquer simetria.
Comecamos com o sistema em uma certa situacao S e aplicamos alguma transformagao,
como uma rotagao ou translac¢io, e obtemos a situa¢ao S’, que nado podemos distinguir
de S. Fazemos uma nova transformacao sobre S’ e obtemos S”, que nao conseguimos
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distinguir de &’. Ora, por que poderiamos distinguir S de 8”7 Assim, vemos que uma
das propriedades que esperamos de simetrias certamente é que a composi¢cdao de simetrias
é também uma simetria.

Podemos a seguir considerar o que ocorre ao efetuar trés rotacbes em sequéncia.

Exercicio 3:

Mostre que, dadas trés matrizes n X n com coeficientes complexos A, B e C vale que
(AB)C = A(BC). Ou seja, prove que o produto de matrizes com entradas complexas é
associativo. B3

Como o produto de matrizes é associativo, o produto de elementos de SO(3) também o
é. De fato, chega a ser complexo pensarmos em como seria possivel introduzir “parénteses’
em rotagoes fisicas. Sendo a associatividade uma propriedade algébrica particularmente
simples, que nos permitird descrever uma ampla gama de sistemas, exigiremos também
que as simetrias satisfacam uma propriedade associativa.

As rotagoes ainda possuem uma identidade: 1. De fato, 171 =1 e det 1 = 1. Ademais,
dada qualquer rotacdo R, R1 = 1R = R. Isto também é algo esperado de simetrias
no geral: se o sistema estd em uma configuracdo S e nao fazemos nada, ele segue na
configuracao S, que é indistinguivel de S.

Rotagbes também sdo sempre inversiveis. Se giramos um corpo de uma certa forma,
podemos reverter o processo. De modo matematico, isso significa que R~ € SO(3) para
todo R € SO(3). De fato sabemos que, dado R € SO(3),

)

det(R_l) = det(R), (1.13a)
= 1. (1.13b)
Além disso,
RTR=1, (1.14)
RT =R} (1.15)
R= (R, (1.16)
1=(RYR, (1.17)

o que prova que R~! € SO(3). Perceba que inversibilidade também é uma propriedade
desejada de simetrias: se podemos transformar S em &', gostarfamos de poder desfazé-lo.
Assim, motivamos a definicdo do que é um grupo.

Defini¢ao 1 [Grupol:
Seja G um conjunto e -: G x G — G uma fungao. Dizemos que (G, -) é um grupo se
valerem as propriedades

i g1-(92-93) = (91 - 92) - g3, para todos g1, g2, 93 € G}

ii. existe um elemento e € G, que chamaremos de identidade, tal quee-g=g-e =g,
para todo g € G;
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Figura 1: Pegue um livro. A partir de seu centro, escolha trés eizos X, ¥ € z. Rotacionando o
livro 90° em torno de X e depois 90° em torno de ¥ ndo é a mesma coisa que rotacionar
90° em torno de y e depois 90° em torno de X.

iii. para todo ¢ € G, existe ¢g~! € G, que chamaremos de inverso de g, tal que

No caso particular em que g1 - g2 = g2 - g1 para todos os elementos de G, dizemos
ainda que o grupo (G,-) é comutativo ou Abeliano. Em geral, dado um grupo (G, ), o
denotaremos apenas por G sempre que o produto - for claro pelo contexto. [

Note que o grupo de rotagoes em trés dimensoes nao é Abeliano. Pegue um livro. A
partir de seu centro, escolha trés eixos X, y e z. Rotacionando o livro 90° em torno de X e
depois 90° em torno de ¥ ndo é a mesma coisa que rotacionar 90° em torno de ¥ e depois
90° em torno de X. Veja, por exemplo, a Figura 1.

Exercicio 4:
Convenga-se, com base em argumentos fisicos, que o grupo de rotagoes em duas
dimensoes,

SO(2) ={R € SL2(R); RTR = 1}, (1.18)

é Abeliano. Feito isso, mostre que todo elemento R(6) de SO(2) pode ser escrito na forma
cosf sind

k(%) = <— sinf cos 9)’ (1.19)

onde 6 € [0,27). Use esta expressao geral para provar que SO(2) é Abeliano. B¢

Embora as rotagoes definam um grupo, pode ser pouco claro o motivo de ser interessante
pensarmos nela desta forma. O que ganhamos com esse tratamento? N&ao estamos apenas
introduzindo uma quantidade desnecessaria de Matematica?
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Diferentes pesquisadores tém diferentes respostas para esta pergunta, sendo que a
resposta que daremos aqui é inspirada em [18, Cap. 1]. A Matemadtica frequentemente se
preocupa em estudar de maneira concentrada e profunda quais sdo as propriedades de
alguma estrutura. Por exemplo, os grupos. Enquanto fisicos, é interessante tomarmos
conhecimento desses estudos porque algumas das estruturas pelas quais os matemaéticos
se interessam (se nao todas) ocorrem em Fisica, como as préprias rotagoes que acabamos
de mencionar. Ao aprender sobre as propriedades dos grupos, aprendemos imediatamente
sobre propriedades nao apenas de rotagoes, mas de qualquer outro contexto fisico em que
a estrutura de grupo surja.

Como um exemplo exageradamente simples, temos a unicidade de identidade.

Proposicao 2:
Seja (G, -) um grupo. Existe um unico elemento e € G tal que

e-g=g-e=g (1.20)
para todo g € G. O

Demonstracao:
Suponha que e, e* € GG sejam elementos com esta propriedade. Entao vale que

e=e-e"=¢" (1.21)

e portanto ambos sdo iguais, provando a unicidade. |

Este simples resultado vale imediatamente para qualquer estrutura que satisfaca as
propriedades de grupo (na verdade, poderiamos ter assumido hipéteses ainda mais simples).
Sejam as rotagoes ou qualquer outro grupo que considerarmos daqui em diante, sabemos
de antemao que ele possui uma tnica identidade. Embora estas notas sejam voltadas
a exemplos particulares na Fisica Fundamental, diversas das técnicas que estudaremos
admitem este nivel de generalidade.

Vamos entao a outros exemplos de grupos.

1.3 O Grupo de Galilei

Como um primeiro exemplo, vamos considerar as simetrias presentes no espago-tempo da
Mecénica Cléssica. Nossa discussao é inspirada por [5, 30, 34]. Notamos que toda esta
discussdo se concentra no caso particular da Mecanica Classica Newtoniana.

Comecemos por algumas observacoes experimentais e filoséficas. Comegamos notando
que vivemos em um Universo com trés dimensées espaciais e uma dimensao temporal.
Em uma grande porcao de fenémenos, podemos toma-lo como sendo geometricamente
plano. Ou seja, podemos descrever o espago-tempo utilizando geometria Euclideana.

A seguir, reconhecemos a existéncia de sistemas de referéncia “inerciais”. E possivel
tomar um referencial de modo que o espago-tempo se apresente como homogéneo e
espacialmente isotrépico.

“Homogéneo” remete a nogdo de que nao ha uma origem preferida no Universo. Nao ha
um ponto com uma placa indicando “aqui comega o Universo”. Embora nao tenhamos uma
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prova disto, é um principio que parece razoavel com o que observamos experimentalmente*
e filosoficamene aceitdavel. Assim, as translacoes espaciais e temporais sdo simetrias do
espaco-tempo.

“Isotropia”, por sua vez, diz respeito & auséncia de direcdo preferida. Ao fixarmos
um instante de tempo e um ponto no espaco, ndo ha nenhuma dire¢do naturalmente
privilegiada pela Fisica. O espaco é esfericamente simétrico ao redor deste ponto. Como o
espago-tempo é homogéneo, isso vale para qualquer ponto no espago-tempo em particular.
Assim, rotagdes sao também simetrias do espaco-tempo.

Isto ainda nao cobre todas as simetrias disponiveis. Suponha um referencial S’ se
movendo em linha reta com velocidade constante V em relagdo ao referencial inicial S.
Isto corresponde a transformar as posi¢oes das particulas por r — r' = r — V¢, como
representado na Figura 2, enquanto mantemos o tempo inalterado t — t' =t — ou seja,
usamos o mesmo cronémetro. Estas transformagcdes sdo conhecidas como boosts de Galilei.
As leis do movimento livre se mantém inalteradas por esta transformacio: particulas
livres se movem com velocidade constante em ambos os referenciais (embora a velocidade
em S nao seja a mesma que em S').

S/
Vi

Figura 2: Um referencial S8’ se movendo em linha reta com velocidade constante V. em relacio
ao referencial inicial S.

Experimentalmente conclui-se que ndo apenas os movimentos de particulas livres
seguem as mesmas leis tanto em S quanto em S’, mas na verdade todos os movimentos os
fazem. Ao invés de apenas um referencial inercial S, temos uma infinidade de referenciais
inerciais relacionados pelas transformacoes

' 1 0O 0 O t to
x —Uy z 2o

- n , 1.22
y —vy R y Yo (1.22)
z —v, z 20

*Estamos considerando apenas situagoes cotidianas. Ao levar em conta efeitos cosmolégicos, a hipotese
de homogeneidade espacial frequentemente se mantém razoavel, mas a de homogeneidade temporal nao.
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onde R € SO(3) e to, zo, Y0, 20, Uz, Uy, V> € R. A matriz R representa uma rotacao genérica,
as constantes tg, Tg, Yo, 20 representam translacoes temporais e espaciais e as constantes
Uz, Uy, U, Tepresentam as velocidades associadas aos boosts de Galilei.

Denotaremos as transformagoes descritas na Eq. (1.22) por

G(to,rg,v, R), (1.23)

onde v = (vg,vy,v;) € rg = (0,Y0,%0). O conjunto de todas as transformacoes de
referencial com a forma dada pela Eq. (1.22) na pdgina anterior forma o chamado Grupo
de Galilei préprio ortécrono*, denotado gi. Ou seja,

gI— = {G(thr(bvv R)a tO S R,I’O,V S Rg, R € SO(B)} (124)

Exercicio 5:
Suponha que a transformacio de coordenadas de um referencial S para um referencial
S’ é dada por G(to,ro,v,R) € Q_TF. Suponha que a transformacdo de coordenadas do

referencial &’ para um referencial 8” é dada por G(t(,r'o,v/,R’) € QI. Mostre que a
transformagao de coordenadas de S para S8” é dada por

G(th + to,r'o + R'ro + tov',v' + R'v, R'R). (1.25)
Podemos denotar isso como
G(ty,r'0, v/, R') o G(to,r0,v, R) = G(t{, + to,v'o + R'ro — v'to,v' + R'v, R'R).  (1.26)

Mostre que QI, quando equipado com a operagdo de composicao de transformagoes, o,
é um grupo. BY

Exercicio 6:
Sejam = = (t,r) e 2’ = (', r’) eventos no espago-tempo. Vamos definir o intervalo
temporal entre os dois eventos como

di(z,2) =t -+t (1.27)
e o intervalo espacial entre os dois eventos como
de(z,2') = Hr - r’H, (1.28)

onde ||-|| denota a distancia Euclideana em trés dimensdes.
Mostre que o grupo de Galilei préprio ortécrono preserva o intervalo temporal entre
dois eventos quaisquer, isto é, mostre que

di(z,2") = dy(Gx, G') (1.29)

*“Préprio” e “ortécrono” se referem a estarmos nos limitando a transformagdes que nao invertem o
sentido do tempo, que seria implementado ao escrever —1 ao invés de 4+1 no canto superior esquerdo da
matriz, e a rotagoes com det R = +1 (proibindo o caso det R = —1). Mais adiante justificaremos esta
escolha.
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para todo G € QI. Ademais, mostre que o grupo de Galilei proprio ortécrono preserva o
intervalo espacial entre eventos simultaneos, ou seja, vale que

de(z,7") = de(Gz, Ga') (1.30)

para todo G € Ql desde que d¢(z,2’) = 0. A hipdtese di(x,2') = 0 é necessaria? O que
ocorre nos casos em que di(x,z') # 0 e G é um boost de Galilei puro (G = G(0,0,v,1))

— / ~ O .
com v = +£i1=7 Qual a razao fisica para isto? BY

E interessante ainda contarmos quantos parametros sao necessarios para determinar
completamente uma transformacao de Galilei. Temos quatro translagoes, cada uma
correspondendo a um parametro real. Trés pardmetros determinam completamente os
boosts. Restam as rotacoes.

Uma rotagao em trés dimensoes pode ser descrita em termos de trés dngulos, conhecidos
como angulos de Euler. Isto pode ser demonstrado formalmente®, mas também pode ser
compreendido de maneira intuitiva: precisamos de dois angulos, 6 e p, para especificar
uma direcdo num espago tridimensional, como fazemos no sistema de coordenadas esféricas.
Isto nos permite determinar a nova dire¢do do eixo z, mas ainda h4 uma infinitude de
possiveis direcoes nas quais os eixos X e ¥ podem apontar. Portanto, devemos especificar
um terceiro angulo, 1, para determinar a direcdo dos ultimos dois eixos. Como os trés
eixos sao ortogonais e estamos assumindo sempre que a base é de mao direita (visto que
estamos trabalhando com SO(3)), determinar a dire¢do do eixo z e a diregdo do eixo X é
suficiente para fixar o eixo y de maneira tinica, e portanto bastam trés dngulos.

Deste modo, vemos que uma transformacao qualquer do grupo de Galilei préprio
ortécrono € descrita em termos de dez pardmetros reais. Podemos considerar o que ocorre
quando consideramos apenas alguns destes pardmetros por vez.

Exercicio 7:

Mostre que os seguintes conjuntos sdo grupos sob a composi¢do de transformacoes de
Galilei:

i. G, = {G(t0,0,0,1): t € R};
ii. Ge={G(0,10,0,1);r9 € R?};
iii. G, = {G(0,0,v,1);veR3};
iv. Gr = {G(0,0,0,R); R € SO(3)}.
Quais deles sao Abelianos? BY

Estes sdo exemplos de subgrupos do grupo de Galilei. Um subgrupo é, de modo intui-
tivo, um grupo menor dentro de um grupo maior, ambos possuindo estrutura semelhante.

Definigao 3 [Subgrupol:
Seja (G, +) um grupo e seja H C G um conjunto. Se (H,-) for um grupo, dizemos que
(H,-) é subgrupo de (G,-). [ )

*Ver, por exemplo, [7]
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Perceba que se (G, ) é um grupo e H C G um conjunto, (H,-) é subgrupo de (G, -)
se, e somente se, valerem

i. h1-hg € H, para todos hy, ho em H,;
ii. a identidade de G é elemento de H;
iii. o inverso de todo elemento de H estd em H.

Notamos em particular que o grupo Gr é, em certo sentido, semelhante ao grupo

SO(3).

Exercicio 8:

Considere a fungao ¢: SO(3) — gl dada por ¢(R) = G(0,0,0,R). Mostre que
©(R-R') = ¢(R) o o(R'), ou seja, que ¢ preserva a estrutura algébrica do grupo. ¢ é
injetora? Se sim, qual restricdo deve ser feita ao contradominio de ¢ para que ela seja
tornada bijetora? g

Este é um exemplo de um homomorfismo: uma funcao entre grupos que preserva sua
estrutura algébrica.

Definicao 4 [Homomorfismos e Isomorfismos:

Sejam (G, -) e (H,o) grupos e ¢: G — H uma fungao. Dizemos que ¢ é um homo-
morfismo de G em H se, e somente se, ¢(g1 - g2) = ¢(g1) © p(g2), para todos g e g2 em
G. Se ¢ for bijetora, dizemos que é um isomorfismo e que os grupos (G,-) e (H, o) sao
isomorfos. 'y

Dois grupos isomorfos sao indistinguiveis do ponto de vista algébrico. Embora Gg e
SO(3) sejam definidos de maneiras completamente distintas, suas estruturas algébricas
sao exatamente iguais.

1.4 Relatividade Restrita

Um outro contexto em que a Teoria de Grupos é extremamente interessante é a Teoria
da Relatividade Restrita, que se presta a descrever fendmenos macroscépicos (de modo
que efeitos quanticos sdo despreziveis), a altas velocidades (de modo que a descrigao
nao-relativistica ndo é mais suficiente) e em campos gravitacionais despreziveis (de forma
que efeitos da Relatividade Geral sejam despreziveis). O tratamento que faremos aqui
partird de hipdteses mais fortes que o necessario e um tratamento mais tradicional pode
ser encontrado, por exemplo, em [19, Cap. 12]. Nossa descrigdo é baseada na de [7].

Em geral, desejamos estudar Relatividade Restrita em 3 + 1 dimensdes (trés para o
espago e uma para o tempo), mas por simplicidade analisaremos o caso simplificado em
1+ 1 dimensoes (uma dimensao espacial e uma dimensao temporal). Isto nos permitira
perceber efeitos gerais que ocorrem neste novo ambiente sem precisarmos nos preocupar
com as sutilezas do espago-tempo quadridimensional.

Ao dizer “espaco-tempo”, nos referimos ao conjunto de todos os pontos no espaco e
no tempo. Como tanto o espaco quanto o tempo sdo niimeros reais, vemos entao que
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estamos lidando com o conjunto R?. Definimos um evento no espaco-tempo como sendo
um elemento = = (2, 71)" € R2. Dado um tal evento, convencionamos que xo = ct, onde
c é a velocidade da luz e t o instante de tempo em que ocorreu o evento, e que xj é a
localizacao espacial do evento.

Dados dois eventos x,y € R? e escrevendo Az = y; — x1, cAt = yo — xo, hé trés
possibilidades:

Tipo tempo
A 2
A—gt’z <, (1.31a)
Az? — AL < 0; (1.31b)
Tipo luz
Az?
Az? — A2 = 0; (1.32b)
Tipo espacgo
A 2
A—; > 2, (1.33a)
Az? — EAE > 0. (1.33b)

A Teoria da Relatividade Restrita proibe a propagacéo de sinais com velocidade acima
da velocidade da luz*. Portanto, se x e y sdo do tipo espago, nenhum sinal emitido em x
pode alcangar y (pois isso necessitaria que o sinal viajasse acima da velocidade da luz).
Por consequéncia, nada que tenha ocorrido em = pode ter influéncia sobre o que ocorrem
em y, isto é, x e y ndo possuem ligacao causal. Por outro lado, se fossem eventos do tipo
tempo, seria possivel a ligagdo causal dos dois eventos.

Perceba que estas questoes de causalidade sdo traduzidas no estudo do sinal da
quantidade

As? = Az? — AAL2. (1.34)
Este estudo pode ser feito por meio da fungao
s(x,y) = (z1—y1)* = (x0 — v0)?, (1.35)

ou, em notagao matricial,

s(z,y) = (zo—yo =1 —n1) <_01 ?) (xo - yO). (1.36)

1 — U1

*Isto pode ser demonstrado (veja, por exemplo, [19, Cap. 12]), mas tomaremos como um postulado
por simplicidade.
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A matriz

n = (_01 (1)) (1.37)

¢é conhecida como métrica de Minkowski e, como veremos em breve, possui um papel
central na teoria.

Voltamos agora nossa atencao ao problema de mudangas de referencial. Em Mecéanica
Classica, dois referenciais distintos sdo conectados, em geral, por um sistema de equagoes

da forma
t=t,
1.38
=z —t, ( )

que é o chamado boost de Galilei.

Exercicio 9:
Mostre que os boosts de Galilei sdo precisamente os elementos do grupo G definido
no Exercicio 7 na pagina 10. B3

Esperamos entao encontrar uma mudanca de referencial da forma*

() Ao Aot Zo

= ) 1.39

(w’1> <A10 Au) <x1> (1.39)
A

Como podemos restringir as possiveis opgoes de transformagoes de referencial?

O primeiro passo é considerarmos o Principio da Relatividade de Galilei, que declara
que a Fisica deve ser a mesma em todos os referenciais inerciais. Este principio é uma
necessidade para a consisténcia da Fisica: se a Fisica muda de referencial para referencial,
faz algum sentido estudarmos Fisica em primeiro lugar? Como se poderia garantir estar
em um referencial que satisfaz as leis que conhecemos?

Deste principio, seguem duas consequéncias importantes para as nossas discussoes:
em primeiro lugar, certas constantes Fisicas devem possuir os mesmos valores em todos
os referenciais inerciais. Por exemplo, a velocidade da luz ¢, a constante de Newton G
e a constante de Planck normalizada h sdo partes essenciais da descrigdo de intimeros
fendmenos fisicos e a alteracdo de seus valores alteraria a intensidade dos fenémenos
associados. Por consequéncia, para que a Fisica seja a mesma, estas constantes precisam
ser universais!.

Além disto, temos a imposi¢ao de que a causalidade deve ser preservada entre diferentes
referenciais. Se num dado referencial temos que o evento x nao pode afetar o evento

*Estas ndo sao todas as mudancas de referencial que podemos considerar. E possivel admitir mudangas
de referencial nao-lineares, ou seja, que nao sdo descritas por matrizes e isso é perfeitamente compativel
com a Relatividade Restrita. Por exemplo, em 3 + 1 dimensdes, trocar de coordenadas cartesianas para
esféricas é uma mudanca de coordenadas ndo linear que claramente hé de ser compativel com a teoria.
Porém, ndo nos preocuparemos com esse nivel de generalidade aqui, visto que nosso interesse é ligado a
teoria de grupos.

tNa verdade, G pode depender das escalas de energia ou comprimento que estamos considerando, mas
isso é assunto para outra hora.
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y, entdo o mesmo deve ser satisfeito em todo outro referencial inercial. Do contrario,
observadores em referenciais diferentes teriam realidades distintas, o que contradiz o
Principio da Relatividade.

Para que a causalidade seja preservada por uma mudanca de referencial A, basta que
os sinais de As sejam mantidos inalterados, isto é,

sign [s(Az, Ay)] = sign [s(x,y)]. (1.40)

A primeira proposta de transformagoes que podemos fazer sdo as dilatacoes: as
transformagoes da forma A = A1, onde A € R*. No entanto, estas transformacoes nao
sdo fisicas.

Isto pode parecer impactante a principio. Uma dilatacdo apenas altera a escala em
que estamos lidando, “esticando” o tempo e o espago. Como isso pode ser problematico?

Comece por considerar o tamanho médio do &tomo de hidrogénio. Embora nada nos
garanta que este valor é o mesmo em todos os locais do Universo, a crenga de que é segue
de maneira natural da nossa crenga no Principio de Relatividade. Afinal, o tamanho
do atomo de hidrogénio é definido pelas interagoes eletromagnéticas entre o préton e o
elétron, e estamos impondo que estas interagées se comportam da mesma forma.

De forma semelhante, considere a massa de repouso do elétron, m.. Como h tem
dimensoes de energia vezes tempo, a quantidade miec possui dimensées de comprimento
(é o chamado comprimento de onda Compton do elétron). Se queremos acreditar que
a massa de repouso do elétron é a mesma em todo o Universo (e ndo hd motivagao
experimental para acreditar no contrario), segue como consequéncia um comprimento
natural associado ao elétron. Uma dilatacdo alteraria esse comprimento natural e, por
consequéncia, contraria a crenca associada ao Principio da Relatividade de que a Fisica
precisa ser a mesma em todo referencial inercial.

Assim, saimos de nenhuma ideia sobre quais transformagcées sdo permitidas, obtivemos
uma proposta e a descartamos. De volta a estaca zero, como podemos estudar as possiveis
mudancas de referencial? A resposta para esta pergunta vem na forma do seguinte
teorema.

Teorema 5:

Seja A uma matriz inversivel 2 X 2 com coeficientes reais. Se A representa uma
transformacao entre sistemas de referenciais inerciais que preserva a estrutura causal do
espago-tempo e ndao envolve dilatagdes, entdo vale que

ATnA = 1. (1.41)

Por consequéncia, vale que
s(Az, Ay) = s(z,y),Yz,y € R2 (1.42)
O

Para uma demonstragdo, veja, por exemplo, [4, 7]. Nos concentraremos aqui em
mostrar que isso é suficiente para que o sinal de s(x,y) seja preservado.
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Suponha que ATyA = 7. Entao note que

s(Az, Ay) = [A(x — y)]"n[A(z — y)], (1.43a)
= (z —y)TATnA(z — y), (1.43b)

(x —y)™n(z —y), (1.43¢c)

= s(z,y) (1.43d)

Ou seja, as transformagoes A respeitando ATnA = n mantém a fungdo s(x,y) invariante.
O contetdo do Teorema 5 na pagina anterior é que, se excluirmos as dilatagbes, a tnica
forma de uma transformagao de referenciais preservar o sinal de s(x,y), ou seja, preservar
a causalidade, é se s(x,y) for invariante.

Exercicio 10:

Mostre que
L ={A € GLg(n); ATnA = n} (1.44)
é um grupo, onde n = diag(—,+, -+, +). N
Exercicio 11:
Mostre que se A € L, entdo det A = +1. BY

Agora que conhecemos o conjunto de todas as transformagoes conhecidas, queremos
obter sua forma explicita.

Por enquanto, suporemos que det A = +1, e trataremos o outro caso a posteriori.

Como =t =5, ATgA = n = nATp = A~!. Dada uma matriz 2 x 2 qualquer, temos
que sua inversa é dada em termos de suas componentes por

1 A —A
A= . oh). 1.4
det A <—A10 Ago (1.45)

Calculando o produto nATn em termos das componentes de A, temos que

-1 0 Ao Aqg -1 0
Ty —
nATn = < 0 1) <A01 A11> < 0 1>, (1.46a)

Aoo —A10>
= . 1.46b
<—A01 A1 ( )
Assim, a equacdo nATny = A~! se torna (apés impormos que det A = 1)
Aow  —Aw\ [ A —Aon
<—A01 Air ) \—Aio Ag )’ (147)
isto é,
Aoo = Ay1,
00 11 (1.48)
Ao1 = Aqo.
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A condicao det A = 1 ainda nos ensina que

AooA11 — Ap1 Ao = 1, (1.49a)
Ado =1+ Ay, (1.49b)

Ao = £4/1+ A2,. (1.49c¢)

Perceba que isto implica que Agg # 0. Por ora, assumiremos que Agg > 0. Lidaremos
com o caso Agg < 0 a posteriori.
Concluimos entao que A € L, se valerem det A = +1 e Agg > 0, é da forma

A (VIENG Ao ) (1.50)
Aot V1+ AL

Para obter Ay, precisaremos envolver um pouco mais de Fisica. Tome um referencial
inercial, que chamaremos de S. Considere uma particula que se move com velocidade v
em relagdo a este referencial S e se encontrava na origem no instante ¢ = 0. Queremos
descobrir como as coordenadas de todos os eventos no referencial S se apresentam no
referencial &’ da particula.

Em outras palavras, imagine um evento que ocorre no referencial S. Por exemplo,
um féton é emitido pela particula numa certa posi¢do x e num certo instante de tempo
t. Nosso objetivo é descobrir qual a posicao z’ e qual o instante de tempo ' em que um
observador no referencial S’ observa o mesmo evento.

Como a particula estd sempre na origem do seu sistema de coordenadas, a emissdo do
féton no referencial &’ se d4 em algum instante de tempo t/, mas certamente na posicao
2’ = 0. No referencial S, sabemos que a particula se move com velocidade v, entao se o
evento ocorreu no instante ¢, ele se deu na posi¢ao r = vt.

Temos entdo o seguinte sistema de equacgdes, escrito em forma matricial:

() (V™ ) ) o

Da segunda equacao, temos que

0= Agict +4/1 + A3, vt (1.52a)
—Apic=4/1+ Aglv, (1.52b)
A% =v? + AR 7, (1.52¢)
A2 (% —v?) =0, (1.52d)
v? o1

A= 5 — (1.52¢)

“l-a
Aor = —p, (1.52f)

onde definimos )

v

= - =— 1.53
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Note que o sinal negativo escolhido na Eq. (1.52f) na pagina precedente ¢ devido ao
fato de que a Eq. (1.52b) na pégina anterior implica que Ag; < 0.

Como Aoy = +4/1 + A3, temos agora que

2 _ 2 02
Ann = 1.54
00 +\/CQ_U2+C2_W2, ( a)
2
C
= 1.54b
+ 2 _ 2’ ( )
1
S (1.54c)
’U2
>
=". (1.54d)

Logo, se A € L, det A = +1, Agg > 0, temos que

A= (—gv if”) . (1.55)

Observe que as equagoes de transformacio se tornam

{ct’ = 7(ct — Bx),

2 = y(z — Bet). (1.56)

Estas sao as chamadas transformagoes de Lorentz. A simetria entre x e ct é a razao
de termos escolhido trabalhar com ct ao invés de simplesmente ¢.
Perceba que, se tomarmos v < ¢, temos que ¢ < 1 e v &~ 1. Temos entao o limite

nao-relativistico:
ct' = et,
(1.57)

/
T =x — vt,

que sdo as transformacoes de Galilei.
Para v = 0, temos

ct' = ct,
{ . (1.58)
Estes limites indicam que estamos no caminho certo. Ao mudar para um referencial em
repouso em relagdo ao referencial original, nada é alterado. De forma um pouco mais forte,
a relatividade aparenta recuperar os resultados previamente conhecido sobre a Mecanica a
baixas velocidades. Como nds sabemos que estes resultados fornecem uma boa descrigao
do Universo, é importante que nossa nova teoria os recupere, pois do contrario obteriamos
uma descricao falha no que ja conhecemos ao tentar estender o nosso conhecimento.
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Em analogia com a nossa definicdo anterior de QI introduzimos as notacoes

£l ={A e £;det A = +1,Ago > 0}, (

L5 ={A € L;det A = +1,Ago < 0}, (

£l ={A e Lidet A = —1,Ago > 0}, (1.59¢

LY ={A € L;det A = —1, Agy < 0}. (
L= E1 U Ei é chamado de grupo de Lorentz préprio, LT = El ucsl de grupo de

Lorentz ortocrono e LL de grupo de Lorentz préprio ortécrono, ou ainda grupo de Lorentz
restrito.

Exercicio 12:
Sejam as matrizes P e T dadas por

pP= (JBl _01>, T = <_01 f1>. (1.60)

Entao mostre que vale que

ch= {TPA;A c ﬁl}, (1.61a)
et ={pPanecl}, (1.61b)
LY = {TA;A e LL}. (1.61c)
T

Note que, embora estranhos, os elementos de ct , £l e £t ainda possuem significado

fisico. Eles sdo apenas os elementos de [,1 compostos com as operagoes de troca de
paridade (reversao da orientacoes dos eixos de coordenadas espaciais), denotada por P,
ou de reversao temporal, denotada por T. Caso queiramos descrever transformacoes de
carater geral, as escolhas de orientagoes eixos também precisam poder ser alteradas.

Entao por que nés definimos anteriormente o grupo Q_Ti_ ao invés de uma versao mais
geral que permitisse a inclusdo de transformacoes de paridade e reversdes temporais?
Porque descobriu-se, em meados do século XX, que transformacoes de paridade e reversao
temporal nao sdo simetrias do Universo. Veja, por exemplo, [40, pp. 278-279], [49, p.
153-154].

Exercicio 13:
Considere o conjunto P de todas as transformagoes no espago-tempo (1+3)-dimensional
da forma
r — Az + a, (1.62)

onde z é um evento no espaco-tempo, a € R* e A € £. Mostre que P é um grupo sob
o produto usual de matrizes. Este grupo, que nada mais é que a versao relativistica do
grupo de Galilei, é o chamado grupo de Poincaré. Defina o grupo de Poincaré préprio
ortocrono, 731, e mostre que é de fato um grupo. BY
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Exercicio 14:

A defini¢do que fizemos para um grupo pode ser reescrita em termos de axiomas um
pouco mais simples. Seja G um conjunto dotado de uma operagao -G x G — G tal que
valem

i. g1-(92-93) = (91-92) - g3, para todos g1, g2, g3 € G,

ii. existe um elemento e € G tal que e - g = g para todo g € G,

iii. para todo ¢g € G, existe um elemento ¢~ € G tal que g7 - g = e.
Prove que G é um grupo. Note que todo grupo satisfaz os axiomas acima, e portanto
podemos toméa-los como a definicdo de um grupo. Esta formulagdo nos permite concluir
que uma certa estrutura é um grupo sem precisar checar que as expressoes para identidade
e inverso valem dos dois lados: basta conferir se valem a esquerda. BY

2 Grupos e Algebras de Lie

2.1 Nocgao de Grupo Continuo

H4 uma forma conveniente de escrever as transformagoes de Lorentz da Eq. (1.55) na
pagina 17 em termos da chamada rapidez, que parametriza o grupo de Lorentz em
(1 + 1)-dimensodes através do uso de fungoes hiperbdlicas.

Exercicio 15 [Func¢oes Hiperbdlicas]:

Uma identidade frequentemente 1itil em Fisica é a chamada formula de Euler, e’
cosf + isinf, onde i é a unidade imaginaria (satisfazendo i2 = —1) e § é um angulo real
qualquer. Demonstre-a formalmente* expandindo cada uma das funcoes em sua série de
Taylor.

A partir da férmula de Euler, mostre que valem as expressoes

6:

0 _—if 0 | —if
sinf=""°" ¢ cosf= i. (2.1)
2 2

Estas identidades podem ser entendidas como motivacao para a definicdo das chamadas
fungées hiperbdlicas, que sao

. et —e ® et +e ¥
sinhe = ———, e coshex = ———. (2.2)
2 2
Mostre que cosh? z — sinh? z = 1, % coshx =sinhx e % sinh x = cosh x.

As demais fung¢bes hiperbdlicas — como tanh, sech, csch, coth, arsinh, arcosh, etc. —
sao definidas de maneira andloga as suas correspondentes na trigonometria esférica. K

*Formalmente, ndo necessariamente rigorosamente (que envolveria preocupagdo com a manipulagio
correta de séries e boa defini¢do de expressdes envolvendo célculo complexo). E comum utilizar o termo
“formal” no sentido de célculos feitos de maneira pouco rigorosa.
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Figura 3: Algumas das transformacoes de Lorentz do evento x = (0,1)T. Em laranja (direita),
as transformagoes de El. Em verde (esquerda), as de cl.

Exercicio 16:
Defina a rapidez z por z = artanh 8, onde 8 = 7. Mostre que a transformacao de
Lorentz da Eq. (1.55) na péagina 17 pode ser escrita como

A~ ( cosh z —smhz) (2.3)

—sinhz coshz

Desta forma, podemos identificar cada elemento de 51 com um numero real z € R. "

Vamos tomar agora um evento particular no espago-tempo. Por simplicidade, esco-
lhemos x¢g = 0 e 1 = 1. Veja que os elementos de El aplicados neste evento = definem
agora uma curva no espaco tempo por meio da funcgao

t+,v_ [ coshz —sinhz) 0\ (—sinhz
L(z) = (— sinhz coshz ) (1 "\ coshz /° (2.4)
Exercicio 17:

De modo analogo, mostre que os elementos de L" definem uma curva no espago-tempo

por meio da funcao
+ _ (—sinhz
IL(z2) = < cosh » > (2.5)

o

Para visualizar o porqué disto ser interessante, podemos graficar estas curvas, como
feito na Figura 3.

Vemos explicitamente que /31 contém a identidade (r — x), mas L' nao. Logo, ch
nao é um grupo. Porém, além disso, cada ponto na curva laranja representa um elemento
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de El. Podemos identificar a curva ll(z) com o grupo £, onde associamos aos diferentes
pontos da curva o produto

L) (22) = 1 (21 + 22). (2.6)

Exercicio 18:
Mostre que £1 é isomorfo ao grupo {ll(z);z € R} dotado do produto dado na

Eq. (2.6). o

Assim, vemos que El ndo apenas é um grupo, mas também é uma curva no R%. Em
mais dimensoes, poderiamos ter grupos que correspondem a outras curvas, a superficies,
a hiperficies, e estruturas multi-dimensionais, conhecidas como variedades®, em geral.

Estes tipos de grupos, conhecidos como grupos de Lie, possuem uma estrutura continua,
no sentido de que podemos “acessar” diferentes elementos do grupo ao variar continuamente
um parametro. Em particular, ao menos uma parte do grupo é acessivel como variagoes
continuas a partir da identidade.

Em geral, nem todos os elementos do grupo sdo variacoes continuas da identidade. £,
por exemplo, nao é, como ilustrado na Figura 3 na pagina precedente. Para acessar o
trecho em verde do grupo a partir da identidade é preciso que facamos uma transformacao
discreta: a reversdo de paridade. No entanto, ainda é fascinante estudarmos o que
ocorre nos casos em que o grupo é formado por deformacoes continuas da identidade (em
linguagem técnica, o que ocorre quando o grupo é conexo).

Exercicio 19:
SO(N), QI e 731 sao grupos de Lie? A qual curva no plano corresponde SO(2)? "

2.2 Algebras de Lie

Esta secdo é parcialmente inspirada nos tratamentos de [15, 20, 52]. Vamos assumir que
estamos lidando com um grupo de Lie G cujos elementos sao descritos em termos de N
pardmetros continuos reais que denotaremos por a4, 1 < a < N, e coletivamente por
«. A identidade do grupo é de particular interesse, visto que é o tinico elemento e com
e-g=g-e=g para todo g € G. Por isso, tomaremos a parametriza¢gdo de modo que
enquanto g(a) é um elemento genérico do grupo, g(0) = e. Por fim, assumiremos também,
por simplicidade, que o grupo em questao é formado por matrizes.
Assim, elementos suficientemente proximos da identidade devem poder ser escritos na
forma
g(e) = L+ i€, T, + O(e?), (2.7)

onde uma soma sobre indices a repetidos é subentendida, escrevemos € ao invés de o para
reforcar que estamos lidando com pardmetros pequenos e T% sao matrizes associadas a
cada um dos parametros €,. A unidade imaginaria na Eq. (2.7) é uma conven¢ao comum
em Fisica que sera justificada pela Secdo 3.1 na pagina 37.

*Para mais informagoes sobre o que sdo variedades de um ponto de vista fisico, veja por exemplo [2, 5,
10, 28, 45].
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Tomemos um exemplo a partir do grupo de Lorentz préprio ortécrono. Sabemos que
os elementos de £1 sdo dados em termos da rapidez por

A) = < cosh z —sinhz)' (2.8)

—sinhz  cosh z
Para z = € < 1, podemos expandir cada uma dessas fungoes em série de Taylor.

Exercicio 20:

Mostre que
+00 52k +00 52k+1
hz = = inh 2z = A — 2.9
cosh z ;O(Qk‘)!’ sinh 2 ;0(2k+1)! (2.9)

Assim, temos que

1+0(2) —e+0(e
Ae) = (1 + 02623 —e+ OE&‘%)’ (2.10a)

=1+ 6(_01 _01), (2.10b)
=1+ ie (? é) (2.10c)
(2.10d)

A matriz T = (9 6) ¢é dita ser o gerador do grupo uniparamétrico £1. O nome

uniparamétrico se refere ao fato de que El ¢é descrito em termos de um tnico parametro.
Note que T' é dado em termos de A(e) por

d
=—i—A
e (¢)

(2.11)
e=0

Isto descreve apenas elementos infinitesimalmente préximos da identidade. De que é
util para descrever elementos gerais do grupo?
Tomemos entdo algum z € R finito. Notemos que, para qualquer n natural,

[A(E)}HZA<E+"'+E) = A(2). (2.12)

n n n

Assim, formalmente temos que

A(z) = lim [A(f)}" (2.13a)

n—-+o0o n

— lim [1+ifT}", (2.13b)
n—-+4oo n

=T (2.13c)



onde usamos o resultado e* = lim,_, (1 + %)n

Naturalmente, este calculo a principio pode soar estranho: o que seria a exponencial
de uma matriz?

Por um lado, podemos a ver como sendo definida pelo procedimento que fizemos: dada

qualquer matriz M, definimos

M n
e = lim <1+> . (2.14)
n

n——+0oo

Alternativamente, definimos com base na série de Taylor da exponencial,
X M
oM
Z e (2.15)

onde convencionamos que M" = 1.

Esta ideia faz sentido? Vamos verificar que A(z) = %7 de fato recupera a expressio
para A(z) que possuiamos anteriormente™.

Queremos calcular

izT __ 0 -z
e’ =exp <—z 0 ) (2.16)

Para isso, vamos expandir a exponencial em série de Taylor. Serd conveniente utilizar-
mos um resultado auxiliar.

Exercicio 21:
Dada T = (9¢), mostre que (iT)?" = 1 e (¢T)*"*! = T para todo n inteiro nao-
negativo. BY

Temos entao que

) 10 n nn
6zzT — vz , 2.17a
|
n:
n=0

B 2n ’LT +oo Z2n+1(iT)2n+1 .
Z 2nl) ;‘) CIESI (2.17b)

+oo »2n +00 »2n+1 .
= (n;‘) (2n!)>1+ (;) BT 1)!>(ZT), (2.17¢)

= cosh(z)1 + sinh(z)(iT), (2.17d)
coshz —sinhz
o (— sinhz coshz > ’ (2.17e)

= A(2), (2.17f)

como esperado. Note que usamos também o resultado do Exercicio 20 na pagina anterior.

*Caso deseje uma demonstragao de que a série que usamos para definir a exponencial de matriz de
fato converge, veja [20, Proposicao 2.1]
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Exercicio 22:
Considere a expressao

M _ fa cos(0b)  sin(bf)
e’ = (_sm(eb) cos(@b))’ (2.18)

onde 0, a e b sdo parametros reais. Obtenha M.
Reflita se dada eX, é sempre possivel obter X e se tal X é tinica. Caso o assunto lhe
interesse, veja [20, Sec. 2.3] para uma discussdo sobre o logaritmo de matriz. YK

Exercicio 23:
Considere o grupo SO(2). Qual é o seu gerador? Como podemos escrever um elemento
genérico de SO(2) utilizando uma exponencial de matriz? el

Consideremos agora um caso mais complexo, em que 0 grupo possui mais que um
pardmetro: o grupo de Lorentz préprio ortécrono em (3 + 1)-dimensoes.

Queremos escrever A(e) = 1+ ie,T* para pardmetros € pequenos. Sabemos que 0s
elementos do grupo devem satisfazer a condigdo ATnA = 7. Em termos dos geradores,
esta condigdo se torna

(1 +ie, TN+ ie, T*) =, (2.19a)
N+ i€ Ty + ieanT® + O(e?) = n, (2.19b)
caT® = —€, 7T + O(%). (2.19¢)

Como os parametros € sdo arbitrarios, temos que, para cada a,
nT* = —1"Tn, (2.20)
onde ja descartamos os termos despreziveis de ordem €?. Como 7% = 1, temos que
T = —nTy (2.21)

para cada a. Estes sdo os possiveis geradores do grupo de Lorentz. Abrindo esta expressao
em componentes obtemos

Too To1r Toz Tos —Too Tio Too T3
T T Ti2 Ti3 _ Tyr T —TIo1 —1TI3 (2.22)
Tog To1 Too Tos Too T —Toe -T2 |’ ’
T30 131 T32 T33 Tos —Tiz3 —To3 —1T33
Assim, definimos as matrizes
0 +1 0 O 0O 0 +1 O 0 0 0 +1
. +1 0 0 O . 0O 0 0 O . 0O 0 0 O
“Ki=y 0 o o 72T 4 0 0 of TH3T 0 00 o]
0 0O 0 O 0O 0 0 o0 +1 0 0 O
(2.23a)
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00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
loo o o (o 0 0 +1 - lo 0o -10
“h=1o 0 0 —1| 2= 10 0 0 o M=o 11 0 ol
00 +1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0

(2.23b)

onde os fatores de —i provém da convencao que fizemos de que escrevemos os elementos
infinitesimais de um grupo com um fator de 7, tal qual na Eq. (2.7) na pagina 21.

Desta maneira podemos escrever um elemento qualquer do grupo de Lorentz préoprio
ortécrono em (3 + 1)-dimensdes na forma

A =exp(iz-K+1i6-7J), (2.24)

ondez-K=2K;+20Ky+23K3e¢0-J=01J1 + 03] + 03J3.
Porém, ainda nao sabemos o significado desta decomposicao.

Exercicio 24:

Mostre que
coshz —sinhz 0 O
2Ky _ —sinhz coshz 0 0 99
¢ 0 0 00 (2:25)
0 0 0 0
e
0 0 0 0
05, |0 0 0 0
T lo 0 cost sing (2.26)
0 0 —sinf cosf
Conclua que os geradores K; estdo associados a boosts em dire¢oes arbitrarias e os
geradores J; estao associados a rotacées em torno de eixos espaciais arbitrarios. BY

Isto nos permite concluir algo de interessante sobre as transformacoes de referencial
relativisticas? Na verdade, sim!

Dadas duas matrizes A e B, é conveniente definir seu comutador [A, B] = AB — BA.
Perceba que o comutador “mede o quanto as matrizes falham em comutar”.

Exercicio 25:
Mostre, manualmente ou por meios computacionais, que

(i, Jj] = deijpdr,  [Ji, K| = i€ Ky, [ K, Kj] = —iejnJi, (2.27)

onde ¢;;; denota o simbolo completamente antissimétrico de Levi-Civita com €123 = +1.
Ou seja, permutagoes ijk ciclicas de 123 fornecem €5, = +1 (€123 = €231 = €312 = +1),
permutacoes nao-ciclicas ijk fornecem €5, = —1 (€132 = €321 = €213 = —1) e repeticao de
quaisquer dois indices fornece 0. BY
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Isso reflete o fato de que boosts de Lorentz em diregoes diferentes ndo comutam, tal
qual rotacées em torno de eixos diferentes ndo comutam, tal qual boosts de Lorentz e
rotacoes nao comutam.

Isso pode parecer um pouco estranho. Nao deveria valer, por exemplo, que e
0N tizKy — pizKiti0i — izK16i0719 Na verdade, esta propriedade das exponenciais nio
vale para matrizes. Perceba que

i60J1 eizKl —

) ) 92 2
efN1eizkn — <1 +i0.J; — ?112 + 0(93)) <1 +izKy — %Ki + (’)(z3)>, (2.28a)
1
=1+i(0J; + 2K7) — 5(9%}% +202J1 K1 + 22 K7) + - (2.28b)
1 0
= 14i(01 4+ 2K1) = 5 (777 + 6201 Ky + 92K10, + 2°K7) - ?Z[Jl, K1l + -,
(2.28¢)
1 0
= 14i(01 4+ 2K1) = 5(01 + 2K1)* — ;[Jl,Kl] ¥ (2.28d)

onde os pontos denotam termos com (’)(93, 622,622, 23).

Vemos entao que um comutador [Ji, K;] ocorre em segunda ordem. Ele nao podera
ser cancelado por outros termos, visto que sao de ordens superiores, e assim nao podemos
escrever e01¢12K1 = 0 1+12K1  Degta forma, concluimos que o Exercicio 25 na pagina
anterior de fato implica a ndo-comutatividade de diferentes “setores” do grupo de Lorentz.

Estes exemplos nos ensinam que podemos aprender muito sobre grupos de Lie ao
estudar os seus geradores. Isto motiva a defini¢do do que é uma algebra de Lie.

Definigdo 6 [Algebra de Lie de um Grupo de Lie Matriciall:
Seja G um grupo de Lie matricial. Definimos sua algebra de Lie, g, como o conjunto
das matrizes X tais que e*X € G para todo t € R. o

Exercicio 26:
Seja G um grupo de Lie matricial e g sua algebra de Lie. Mostre que, dados g € G e
T € g, vale que gTg~! € g. BY

Estudemos entdo algumas propriedades das dlgebras de Lie.

Proposicao 7:
Seja G um grupo de Lie matricial e g sua dlgebra de Lie. Mostre que, dados X,Y € g
eseR,

i X+Yeg;
ii. sX eg;
iii. —i[X,Y] € g. O
Demonstragao:

Nossa demonstragao serd feita no estilo dos fisicos. Para uma demonstracio eerreta
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rigorosa, veja [20, Teorema 2.18]. [15, Sec. 2.2] toma uma abordagem também pouco
rigorosa, mas um tanto distinta.

Como X,Y € g, X Y ¢ @ para todo t € R. Sabemos que e*Xe™Y precisa ser
elemento de G pela prépria defini¢cdo de grupo. Tomando t = € infinitesimal, vemos que

el X eleY (2.29a)
= [1+ieX + O(?)][1 +ieY + O(e?)], (2.29b)
=1+ieX +ieY + (’)(62), (2.29¢)
=1+ie(X +Y)+0(e). (2.29d)

Assim, vemos que 1 + ie(X +Y') é um elemento infinitesimal de G. Para obter um
elemento finito, podemos apenas compor este elemento consigo mesmo infinitas vezes, no
espirito da Eq. (2.14) na pédgina 23, de forma que obtemos no limite e X+Y) ¢ @ para
todo t € R. Assim, X +Y € g.

A seguir, queremos provar que sX € g. Como e”X para todot € R e s € R, ha de
valer que e**¥ para todo t € R, visto que ts € R. Logo, sX € g.

Por fim, devemos lidar com o comutador. Sabemos do Exercicio 26 na pagina anterior
que eXYe X ¢ g. Tomando t = € infinitesimal, temos que

e“NYe "X = [14+ieX + O(e?)]Y[1 — ieX + O(¢?)], (2.30a)
= [V +ieXY + O(e%)][1 —ieX + O(%)], (2.30b)
=Y +ieXY —ieV X + O(€?), (2.30c)
=Y +ie[X, Y] + Ole), (2.30d)

e assim Y + i€[X, Y] é elemento da algebra de Lie. Subtraindo Y, a primeira propriedade
que provamos implica que i€[X, Y] é elemento da algebra de Lie. Multiplicando por —%
concluimos da segunda propriedade que provamos que —i[X,Y] € g. |

Destas propriedades e dos nossos conhecimentos gerais sobre matrizes, podemos

concluir que a algebra de Lie constitui um espaco vetorial real.

Definicao 8 [Espago Vetorial]:

Seja V' um conjunto, K um corpo* e +: VxV — Ve -: KxV — V fungdes. Dizemos
que (V,K,+,-) é um espago vetorial sobre K (ou K-espago vetorial) se, e somente se,
valerem as propriedades

i. (V,+) é um grupo Abeliano;
ii. (af) -u=a-(f-u) para quaisquer o, 5 € K e u € V;
iii. 1-u = wu, para qualquer v € V (1 denota a unidade de K);

iv. a-(u+v) =a-u+ «a-v, para quaisquer o € K e u,v € V;

*A defini¢do formal de corpo (em inglés, field) pode ser encontrada, por exemplo, em [11, p. 20], mas
para nossos propositos nos interessamos apenas pelos casos K =R ou K = C.
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v. (¢ +8)-u=a-u+f-u, para quaisquer a, § € K, u € V. '

Exercicio 27:
Mostre que K™ é um espaco vetorial sobre K para K =R e K = C. Mostre que C" é
um espago vetorial sobre R. B

Exercicio 28:
Mostre que My (K) é um espago vetorial sobre K para K = R e K = C. Mostre
também que My (C) é um espago vetorial real. s

Exercicio 29:

Anteriormente definimos as no¢oes de subgrupo, homomorfismo e isomorfismos de
grupos ao pensar em estruturas que preservavam a estrutura de grupos. Como podemos
definir subespacos vetoriais e homomorfismos e isomorfismos de espacos vetoriais?

Prove que se (V,K,+,-) é um espaco vetorial sobre K, entdo U C V constitui um
espaco vetorial sobre K se, e somente se, as condigdes

i. 0eU;
ii. u+ v € U para quaisquer elementos u,v € U;
iii. a-v € U para quaisquer elementos o € K, u € U

valerem. Utilize este resultado e o Exercicio 28 para provar que toda algebra de Lie de
um grupo de Lie matricial é um espaco vetorial real. Y

N&o é comum nos referirmos a “homomorfismos entre espagos vetoriais” por este nome.
Geralmente os chamamos de transformagoes lineares.

Dizemos que um espacgo vetorial V' possui dimensdao n se bastarem n ntmeros de
K para caracterizar qualquer elemento de V' completamente. Por exemplo, tomemos
R3. Todo ponto de R? é da forma (a,b,c) com a,b,c € R, e assim podemos caracterizar
qualquer elemento de R3 completamente com 3 niimeros reais. Assim, R3 enquanto espaco
vetorial real tem dimensao 3.

Consideremos a seguir o espago My (C), das matrizes complexas 2 x 2. Estas matrizes
possuem quatro entradas complexas, entdo podemos descrevé-las completamente usando
4 nimeros complexos (e portanto é um espago vetorial complexo de dimenséo 4) ou 8
nimeros reais (e portanto é um espaco vetorial real de dimensao 8).

De modo geral, vemos que My (K) tem dimensio N? sobre K: poderfamos rearranjar
as entradas de cada matriz em um vetor longo com N? componentes. Logo, todos os
espagos vetoriais que nos interessam aqui sdo da forma K".

Exercicio 30:
Convenga-se de que My (C) é um espaco vetorial real de dimensao 2N2. YK

No caso de algebras de Lie, sempre podemos escolher um conjunto minimo de geradores
a partir do qual escreveremos os demais. Como as dlgebras de Lie do nosso interesse
sempre sao subespagos de My (K), sua dimensao enquanto espago vetorial real serd nao
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mais do que 2N?2. Em geral, poderemos escolher um conjunto de geradores T, que nos
permitira escrever todos os outros elementos X € g na forma

X = a7y, (2.31)

onde a soma sobre os indices repetidos esta subentendida e o, € R. Dizemos que X é
uma combinacao linear dos T,. Queremos que esse conjunto seja minimo no sentido de
que nao é possivel escrever nenhum dos 7, em termos dos outros. Por exemplo, os vetores
(1,0,0)7, (0,1,0)T e (0,0,1)T nos permitem escrever qualquer elemento de R? na forma

aq 1 0 0
a |l =a1|0) +a2|1] +a3|0]. (2.32)
a3 0 0 1

Porém, nao podemos escrever (1,0,0)T como combinagao linear de (0,1,0)T e (0,0, 1)T.
Se um conjunto de vetores é tal que nenhum de seus elementos pode ser escrito como
combinacao linear dos demais, dizemos que ele é linearmente independente. Do contrério,
o dizemos linearmente dependente.

E possivel mostrar, embora ndo o faremos aqui, que a menos que queiramos trabalhar
em dimensao* infinita, os K-espagos vetoriais K™ sdo os uinicos K-espacos vetoriais que
existem.

Teorema 9:

Seja n € N e K um corpo. Todo K-espago vetorial V' de dimensdo n € isomorfo a
K™, O

Assim, dada uma algebra de Lie, especificar sua dimensao a caracteriza quase por
completo. Se uma algebra de Lie tem n geradores independentes, ela tem dimensao n
(cada um dos geradores faz o papel que um vetor da forma (0,...,0,1,0,...,0) faria no
R™) e isso a torna tUnica entre outros espacos vetoriais a menos de isomorfismo. Porém,
ainda é preciso considerarmos mais um fator para determina-la unicamente: o comutador.

Algebras de Lie nao sdo meros espacos vetoriais, elas também possuem um produto.
Se g é uma algebra de Lie e X,Y € g, entdao —i[X,Y] € g. Este tipo de estrutura nao
acompanha a definicdo de espago vetorial, e portanto poderiamos ter duas algebras de Lie
com a mesma dimensdo e comutadores diferentes.

Exercicio 31:
Demonstre, manualmente ou por meios computacionais, as seguintes propriedades do
comutador de matrizes. Sendo X,Y, Z € My (K), a € K,

i [ X+a Y. Zl=[X,Z]+«- Y, Z] (linearidade na primeira entrada);

i. [X,Y+a-Z]=[X,Y]+ «a-[X,Z] (linecaridade na segunda entrada);

*Nao definimos apropriadamente o que significa “dimensao”, confiando que o leitor possui uma nocao
intuitiva a partir de sua experiéncia com vetores bi e tridimensionais. Em caso de incomodo, veja, por
exemplo, [11, Sec. 2.2-2.3].
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ili. [X,X] =0 (alternatividade);
iv. [X,[Y,Z]|+[Y,Z,X]]+[Z,[X,Y]] =0 (identidade de Jacobi);
v. [X,Y] = -]V, X] (anticomutatividade).
X

Para especificar o comutador, vamos ver qual a forma mais geral que ele pode tomar.
Suponha que a algebra de Lie tenha dimensao n, ou seja, que podemos especificar
qualquer elemento em termos de n geradores independentes. Dados X,Y € g, podemos

escrevé-los como
X=x,T, e Y =y, T,, (2.33)

onde T, sao os geradores independentes. Usando as propriedades de linearidade do
Exercicio 31 na pagina anterior, vemos que

(X, Y] = —i[zoTa, yoTb), (2.34a)
= Zalp [Tm Tb] (234b)

Assim, se especificarmos [T}, T3], os comutadores dos geradores, podemos obter os
comutadores de quaisquer outros elementos da algebra de Lie, bastando escrevé-los em
termos dos geradores.

Sabemos ainda que —i[Ty, Tp] é elemento da algebra de Lie. Logo, também pode ser
escrito em termos dos geradores. Sua expressdo mais genérica sera

- Z‘[Taa Tb] = favele, (2.35)

onde as constantes fu., chamadas de constantes de estrutura, podem depender dos gerado-
res T,, Ty entrando no comutador e possuem o indice ¢ para formar uma combinacéao linear
com os T, do lado direito. Assim, para caracterizar uma algebra de Lie completamente,
devemos determinar sua dimensao e as constantes de estrutura que fornecem o comutador
por meio de

[Taa Tb] = i fabcTe- (2'36)

E comum que textos de Fisica se refiram & Eq. (2.36) como a algebra do grupo sendo
considerado.
Sendo este assunto consideravelmente abstrato, vamos a alguns exemplos.

2.3 Grupo de Heisenberg
Consideremos a funcio h: R3 — M3(R) dada por

1 a ¢
h(a,b,c) =10 1 b (2.37)
0 0 1
Vamos definir o grupo de Heisenberg em uma dimensao, H, por
H = {h(a,b,c);a,b,c€ R3}. (2.38)
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Exercicio 32:
Mostre que H é, de fato, um grupo sob o produto usual de matrizes. Em particular,
mostre que o produto é dado por

h(a,b,c)h(a’ V', ') = h(a+d',b+V,c+ +ab), (2.39)

e que a identidade é dada por h(0,0,0). Qual o inverso de h(a,b,c)? BY

O grupo de Heisenberg é definido em termos de trés pardmetros, e portanto sua algebra

de Lie possuira trés geradores independentes. Os obteremos calculando
L 1(a,0,0) 4 h0,0,0, h=-iSh0,0,0) (2.40)
= —t—/—nla,v, 3 = 1 s Uy 3 =~ , U, C), .
=" LT de

onde a notacao g, p, h sera justificada na Se¢do 4.3 na pagina 68 devido a conexao deste
grupo com a Mecanica Quantica.

Da Eq. (2.37) na péagina precedente vemos que

0 — 0 00 O 0 0 —i
p=|0 0 0}, ¢g=(0 0 —¢), AR=[0 0 0 ]. (2.41)
0 0 0 00 O 00 O
Assim, temos
00 O 0 — 0 0 —i 0\ /0 0 O
[¢,p) =10 0 —|{O0O O O)—(0O O O)|O0 O —if, (2.42a)
00 0 0 0 0 0 0/\0 O O
000 0 0 —1
=0 0 0]—-{0 O O |, (2.42b)
000 00 O
0 0 —i
=40 0 0 |, (2.42¢)
00 0
= ih. (2.42d)
Exercicio 33:
Mostre que para os demais casos, teremos
lg.h] =0, [p,h] =0. (2.43)
d

Assim, temos que as constantes de estrutura nao-nulas sao

Joph = —fpqn = 1. (2.44)

Todas as outras 25 constantes se anulam. Com as constantes de estrutura (que ja contém
o fato de que a algebra possui trés dimensdes), caracterizamos completamente a algebra
de Lie do grupo de Heisenberg, §.
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2.4 Grupo Especial Unitario em Duas Dimensoes

No comego destas notas nés definimos os grupos especiais ortogonais SO(N), que caracte-
rizam rotacoes em varias dimensées. Podemos também considerar agora o seu andlogo
para os nimeros complexos.

Definimos o grupo unitério em dimensao N, U(N), por

U(N) = {U € GLe(N); UTU = 1} (2.45)
e o grupo especial unitério em dimensao N, SU(N), por
SU(N) = {U € SLy(C); UtU = 1}. (2.46)

A notacao UT representa uma versio “complexificada” da transposicio. Ela representa,
transposi¢do, como no caso real, seguida da conjugagdo complexa das entradas da matriz.

Por exemplo,

: ot . .

atib ctidy'_(a—ib e—if) (2.47)
e+if g-+ih c—id g—1ih

Da mesma forma que matrizes com RTR = 1 sdo ditas ortogonais, matrizes com
UTU = 1 séo ditas unitdrias. Enquanto matrizes com ST = S sdo ditas simétricas,
matrizes com H' = H sio ditas hermitianas.

Note que, nos nimeros complexos, nimeros com u*u = 1 sdo da forma u = e e
numeros com h* = h sdo reais. Assim, matrizes unitarias e hermitianas generalizam a
ideia de niimero complexo com médulo um e de ntimero real para as matrizes complexas.

Exercicio 34:
Seja U € U(N). Mostre que det U = ¢’ para algum angulo 6. BY

Por enquanto iremos nos debrugar sobre o grupo SU(2), que encontra aplicagdes na
Fisica do spin eletronico, na Fisica nuclear (ver [49, Cap. 4] para estes dois exemplos)
e na descrigao das interagoes fracas da Fisica de Particulas (por exemplo, [39, 41, 53]).
Veremos explicitamente exemplos de aplicagoes na Se¢do 4 na péagina 55.

Queremos estudar as matrizes com a forma

U = ¢i@Ta (2.48)

e tais que
UU=1, detU =1. (2.49)

Tomemos os parametros a, = ¢, como sendo infinitesimais para podermos impor estas
condigOes sobre os elementos da dlgebra de Lie. Temos

U =1, (2.50a)
[1+ie, T, + O()] [ +ieaTu + O(2)] = 1, (2.50b)
1 ieaTf + O(H)|[1 +ieaTu + O()] = 1, (2.50c)
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1 —ie,T) +ie Ty + O(e) =1, (2.50d)
T, =TI (2.50e)

Ou seja, para que U seja unitaria, é preciso que seus geradores sejam hermitianos.
E por isso que introduzimos a convencio com a unidade imagindria anteriormente: do
contrario, os geradores seriam anti-hermitianos (T(I = —T,), e matrizes hermitianas sao
um tanto mais naturais de se lidar em Fisica, visto que experimentos em geral medem
nimeros reais, ndo imaginarios.

Para prosseguir, enunciamos sem demonstracao um resultado ttil acerca das exponen-
ciais de matriz.

Teorema 10:
Seja M uwma matriz. A expressio

det(eM) = "M (2.51)
¢ vdlida. O

Demonstragao:
Veja [20, Teorema 2.11]. Daremos aqui um exemplo para o caso de uma matriz

diagonal. Perceba que
a 0 e* 0
exp (0 > = (0 eb>' (2.52)

Ademais,
det <exp (g 2)) = %l = P, (2.53)
Porém,
exp <Tr [<8 2)} ) = @0, (2.54)
e assim vemos que, de fato, o teorema vale nesse caso simplificado. |

Com isso em mente, vemos que

det (e’ e) =1, (2.55a)
gloe TrTel — 1, (2.55b)
Tr[T,] = 0. (2.55¢)

Ou seja, para que a matriz U tenha determinante 1, seus geradores devem ter traco nulo.
Assim, buscamos geradores hermitianos de trago nulo. Como nao ha outras condi¢oes
sobre as matrizes especiais unitarias além da dimensao, devemos pegar o maximo possivel
de geradores hermitianos no niimero escolhido de dimensoes satisfazendo essa propriedade.
No caso N = 2, teremos trés matrizes independentes. Vejamos o porqué. Explicita-
mente, a matriz 2 X 2 complexa mais geral possivel é

a+1 c+1id
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onde todos os parametros sdo reais. Impor que ela seja hermitiana implica que

a—tb e—1if\ [(a+ib c+id
(c—id g—ih>_<e+if g+ih)’ (2.57)

o que impoe restricbes sobre diversos parametros. Vemos entdo que a matriz 2 x 2
hermitiana mais geral possivel é
a c—if
. . 2.58
<c +if g ) ( )

A seguir impomos que a matriz deve ter trago nulo, ou seja,
a+g=0. (2.59)

Assim, a matriz 2 x 2 hermitiana de trago nulo mais geral possivel é

a c—if
. . 2.
(c +if —a ) (2.60)
Exercicio 35:
Convenca-se de que em N dimensdes hd N? — 1 matrizes hermitianas com traco nulo
linearmente independentes. B3

E entdao comum definirmos as chamadas matrizes de Pauli como

(0 +1 (0 —i _(+1 0
01—<+1 0), 02_<+i 0> e 0‘3—(0 _1>. (2.61)

Exercicio 36:
Mostre que valem as relacbes

(01, 05] = 2i€; 0%, (2.62)

e
{oi, 05} = 26,1, (2.63)
onde o anti-commutador {4, B} ¢ definido por {4, B} = AB + BA. el
Em geral, convenciona-se tomar os geradores de SU(2) como sendo as matrizes 7; = %,
para que tenhamos a normalizagdo Tr[r7;] = %51‘]‘- Além disso, vemos que sob essa

normalizagao a dlgebra de SU(2), denotada su(2), é caracterizada por
[Ti, Tj] = ieijka. (264)

Exercicio 37:
Mostre que a dlgebra de SO(3), s0(3), é dada por

[Ji, Jj] = ie,-ijk. (2.65)

Sugestao: utilize os resultados dos Exercicios 24 e 25 na pagina 25. DY
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50(3) e su(2) possuem a mesma dimensao e as mesmas constantes de estrutura. Por
consequéncia, elas sdo isomorfas no sentido de dlgebras de Lie, e escrevemos s50(3) = su(2).
Também podemos dizer que SU(2) é localmente isomorfo a SO(3), visto que a algebra de
Lie diz respeito ao comportamento do grupo nas vizinhancas da identidade. Em outras
palavras, se olhdssemos apenas os elementos infinitesimais de SU(2) e SO(3), néo serfamos
capazes de distinguir os dois grupos. Contudo, os dois grupos nao sao globalmente
isomorfos.

Para compreender melhor este fato, consideremos um exemplo de [52]. Seja x € R? e
considere a matriz X dada por

1 z T —1y
X—X-T—$'7'1+y'7’2+2'7'3—2<$+iy . > (2.66)
Perceba que, por ser uma combinagao linear de matrizes de Pauli, X é hermitiana e tem
traco nulo.

Tome U € SU(2) e vamos considerar a transformacio X — X' = UTXU.

Exercicio 38: )

Mostre que det X = —”X4H . Mostre que X’ é hermitiana e tem traco nulo, e por
consequéncia pode ser escrita na forma X’ = x’ - 7. Mostre que os vetores x e X’ tem a
mesma norma e que sao linearmente relacionados, isto é, existe uma matriz R tal que

x' = Rx com ||Rx|| = ||x]|. Conclua que R € SO(3). e

Assim, a cada elemento U de SU(2) estd associada uma rotacao R € SO(3). Isto é
consequéncia do isomorfismo local. Contudo, esta associacdo ndo é bijetora: cada R estd
associado a duas matrizes U € SU(2), pois

X' =U'XU = (-U)'X(-U), (2.67)

ou seja, tanto U quanto —U sdo mapeados para R. Embora localmente os dois grupos
sejam indistinguiveis, globalmente SU(2) tem o dobro do tamanho de SO(3).

Nao iremos adentrar temas mais profundos em topologia, mas é possivel mostrar que
SU(2) é simplesmente conexo, mas SO(3) ndo. Intuitivamente falando, isso significa que
SO(3) possui um “buraco”, mas SU(2) nao.

Se um grupo G é conexo®, um grupo H simplesmente conexo com um homomorfismo
®: H — G cujo homomorfismo de algebra de Lie associado, ¢: h — g, é um isomorfismo
¢ dito ser o recobrimento universal de G.

Em outras palavras, o recobrimento universal de um grupo é um grupo maior, mas
sem buracos. Para que a situacao faga mais sentido, vamos a um exemplo com um grupo
unidimensional, que facilita a visualizacao.

A Figura 4 na préxima pagina ilustra o grupo SO(2) como uma curva. Perceba que
a curva cerca um buraco. De maneira mais técnica, existem varios caminhos distintos
que saem da identidade (denotada por um ponto preto) e a ela retornam de maneiras nao

*Ou seja, é formado por um dnico “pedago”, como Ll. L', como vimos na Figura 3 na pégina 20, é
formado por dois “pedagos”, e portanto ndo é conexo
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Figura 4: Visualizac¢io do grupo SO(2) andloga d da Figura 3 na pdgina 20 para LT. Note que
SO(2) possui um “buraco”: existe mais de uma forma de fazer um caminho saindo do
ponto preto e a ele retornando e elas ndo podem ser deformadas umas nas outras.

Figura 5: Visualizacdo do grupo (R,+) andloga d da Figura 3 na pdgina 20 para LT. Note que
(R, +) ndo possui um “buraco’.

equivalentes. Por exemplo, pode-se sair da identidade, mover-se 30° e retornar. Porém,
também pode-se dar a volta completa. Ambos os caminhos representam curvas ao redor
de SO(2), mas nao se pode distorcer um no outro continuamente.

Comparemos agora com o caso do grupo (R, +), formado pelos niimeros reais com a
operacao de adicao e representado na Figura 5. Perceba que qualquer caminho que saia
da identidade e a ela retorne pode ser deformado a qualquer outro, sem a necessidade de
cortes.
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Exercicio 39:
Mostre que a fungdo ®: R — SO(2) definida por

—sinf cosf (2.68)

() = < cos 6 sine)

é um homomorfismo. Y

(R,+) ndo é um grupo matricial, entdo ndo podemos usar livremente todas as ferra-
mentas que desenvolvemos. Para perceber que ele de fato é localmente isomorfo a SO(2),
apenas note que ambos sdo Abelianos e uniparamétricos (e portanto tem dimensao 1).
Assim, suas algebras de Lie precisam ser isomorfas porque tem a mesma dimensao e todas
as constantes de estrutura sdo nulas.

Desta forma, vemos que (R, +) é o recobrimento universal de SO(2). Observando-os
apenas nas proximidades da identidade, ndo podemos distingui-los. Porém, globalmente
nos percebemos que sdo grupos distintos.

Embora isso possa parecer tolo agora, serd um resultado util em breve, quando o fato
de certos grupos nao serem simplesmente conexos nos atormentara.

3 Representacgoes

3.1 Nocgoes de Mecanica Quantica

Para ter uma compreensao mais adequada das discussoes que faremos daqui em diante,
¢é conveniente conhecer algumas ideias basicas da Mecanica Quéantica. Esta secdo serve
apenas como uma introdugao simplificada aos aspectos que iremos utilizar, e em particular
ird se restringir ao caso de dimensao finita. Para uma apresentacdo mais completa, veja,
por exemplo, [13, 32, 40, 42, 48, 49].

Uma forma de caracterizar de maneira genérica o objetivo de uma teoria fisica é: dado
o estado de um sistema, obter os valores numéricos de seus observéaveis.

Isto é uma forma ligeiramente técnica de descrever o que fazemos com frequéncia,
por exemplo, em Mecéanica Classica. Se conhecemos a posi¢do e o momento de todas as
particulas do sistema, somos capazes de obter qualquer informagao que possa ser medida
sobre ele naquele instante de tempo. Por exemplo, podemos calcular a energia, o momento
angular, as proprias posigoes e momentos, etc. De modo dindmico, dado o estado do
sistema em um instante de tempo queremos poder prever qual serd seu estado em um
instante futuro, para que possamos entao calcular os observaveis em um novo instante.

Nossa formulacao simplificada de Mecanica Quéntica seguird o mesmo preceito: que-
remos, a partir do estado do sistema, obter os valores dos observaveis, como energia,
momento, etc. Nao nos preocuparemos com evolucdo temporal e analisaremos apenas
sistemas quanticos simples, que nao envolvem particulas andando pelo espaco tridimensio-
nal.

Em Mecéanica Quéntica, faremos os seguintes postulados®:

*Estamos assumindo sistemas um tanto simplificados e apresentando postulados que nao sao suficientes
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i. os estados de um sistema fisico sdo vetores |1)) em um espago vetorial complexo H
com produto escalar denotado (p|9));

ii. os observaveis de um sistema fisico sdo matrizes hermitianas agindo em H;

iii. um estado |a) que ndo seja representado pelo vetor nulo tem valor definido a para o
observavel A se, e somente se, A|a) = a|a)

iv. o valor esperado de um observavel A no estado 1) é dado por <121> = %

Frequentemente nos referiremos ao espaco vetorial complexo com produto escalar
como um espago de Hilbert. Por definicdo, um espago de Hilbert é um espaco vetorial
complexo com produto escalar que seja completo, o que significa que ele ndo deve possuir
“buracos”. Embora este requisito seja extremamente relevante para que a teoria quantica
faga sentido, o deixaremos de lado sob a escusa de estarmos lidando em dimensao finita.
E também comum referir-se ao que chamamos de “produto escalar”, em analogia com o
caso dos vetores tridimensionais, como produto interno.

Por “valor esperado” queremos dizer que ao preparar N sistemas no mesmo estado

|1} e medir o valor de A em cada um deles, a média das medicOes se aproxima de <A>¢
conforme N — +4o00.

A notagao com |¢) (16-se “ket ¥”), (¢| (“bra ¢”) e afins, conhecida como notacao de
Dirac, é popular em Mecanica Quantica por facilitar a manipulagio de expressées comuns
na teoria. Notamos que, por estarmos em um espago vetorial complexo, o produto escalar
satisfaz

(Yle) = (), (3.1)

onde a barra denota conjugagao complexa. Podemos escrever (1| = ]1/1>T.

Exercicio 40:

Considere um estado [) e um outro estado |p) = € [h), onde o é uma constante real.
Mostre que todos os valores esperados de observaveis no estado [¢)) coincidem com os do
estado |¢). Logo, dois estados que distinguem por uma fase constante sao fisicamente
idénticos.

Note que assumimos que a fase é constante. Fases que dependem da posi¢cdo ou do
tempo podem ter consequéncias fisicas observaveis. YK

Este formalismo é consideravelmente diferente do que utilizamos na Mecénica Classica,
mas perceba que sua esséncia é idéntica: dado um estado, obtemos os resultados possi-
veis das medigoes de diferentes observaveis. Em Mecénica Classica os resultados eram
deterministicos e agora sao apenas probabilisticos e agora utilizamos uma matematizacao
que aparenta ser completamente diferente, mas a ideia essencial do que querermos fazer

para descrever sistemas gerais. Esta escolha é feita por este ndo ser um curso de Mecanica Quéntica,
mas notamos que esse tipo de abordagem ¢é extremamente comum. Como um comentario para aqueles
que ja estudaram Mecéanica Quantica, perceba que raramente se vé a literatura postular que estados sdo
funcionais lineares agindo sobre o espaco de observaveis, embora essa seja uma defini¢do mais geral que
engloba tanto estados puros quanto mistos desde o inicio.
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enquanto fisicos permanece igual. Para discussoes mais aprofundadas sobre o porqué dos
postulados e afins, recomenda-se a leitura dos textos citados anteriormente, em particular
o primeiro capitulo do classico [13], que fornece uma motivacao excelente para a nossa
formulagao da Mecéanica Quantica.

Vamos a um exemplo que nos permita compreender um pouco como utilizar este
formalismo matematico.

3.2 Spin Eletrénico

No inicio do século XIX, Joseph Fraunhofer utilizou um telescépio para focalizar a luz
do Sol em uma fenda e entdo passa-la por um prisma. O resultado foi uma faixa de
cores indo do vermelho ao violeta, mas povoada por algumas linhas escuras no meio, que
hoje conhecemos como linhas espectrais. A auséncia das cores das linhas espectrais foi
explicada qualitativamente com a percepcao de que elas eram absorvidas pela parte fria da
atmosfera solar apds terem sido emitidas da superficie quente. Experimentos semelhantes
foram feitos com outros astros e com outros objetos na prépria Terra, que permitiram
concluir que a cada elemento estao associadas algumas linhas espectrais. O sédio esta
associado a algumas cores, o magnésio a outras, etc. Em particular, isso possibilitou a
descoberta de alguns elementos no Sol antes deles serem observados na Terra, como foi o
caso do hélio[48, p. 77].

Isto eventualmente foi explicado com a teoria atomica. Descobriu-se que os elétrons
possuem niveis de energia discretos em torno dos dtomos e as frequéncias espectrais
correspondem as frequéncias associadas aos fotons emitidos ou absorvidos quando um
elétron transita de um nivel de energia para outro. Para um processo de emissdo de um
féton, por exemplo, tem-se

E,=FE; - Ey, (3.2)

onde E, é a energia do féton, E; a energia inicial do elétron e Ey sua energia final.

Utilizando os postulados da Mecénica Quéntica numa versdo um pouco mais elaborada
que a que apresentamos, pode-se obter uma descricao detalhada de quais sdo os niveis
de energia e, por consequéncia, quais sao as linhas espectrais de cada dtomo. Porém, os
resultados falharam em explicar o que era observado experimentalmente: para cada linha
prevista pela teoria, o experimento detectava duas linhas préximas.

Wolfgang Pauli sugeriu que existia um grau de liberdade até entdo desconhecido e que
assumiria apenas dois valores. Assim, todos as linhas previstas apareceriam duas vezes.

Por enquanto nao vamos discutir o significado fisico deste grau de liberdade, que hoje
em dia é conhecido como spin. Apenas o usaremos como exemplo para ilustrar os axiomas
da Mecéanica Quantica. Usaremos a discussao sobre spin mais tarde, mas por enquanto
apenas precisamos do fato de que é um sistema quéintico de dois niveis.

Denotaremos por H a matriz hermitiana associada a energia do sistema, conhecida
como operador Hamiltoniano (também o chamaremos de Hamiltoniana). Como temos
apenas dois valores possiveis, o espaco de Hilbert que escolhemos é C2. Assim, a forma

geral da Hamiltoniana é
- a b+ic
H= <bic d > (3.3)
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onde a,b,c,d € R. Note que essa restrigao é devida a hipdétese de que H é hermitiano.
Por simplicidade, vamos assumir que ¢ = 0 e d = a. Definimos os estados

1 0
m=(5) ¢ m=(}): (3.4)
que formam uma base de C2.

Os estados do sistema sio todos os elementos de C2. Assim, os estados possiveis siao

0= 3). (35)

com z,y € C. Como a expressdo para o valor esperado de um observivel envolve
uma divisdo por (1|1)), é conveniente normalizarmos os estados para (¢|¢) = 1. Isso
corresponde a

(Ylp) =1, (3.6a)
(z* ) (”y”) —1, (3.6b)
jf” + Jy|* = 1. (3.6¢)

O valor esperado de H no estado |0) (que tem (0[0) = 1) &

(H)o = (0|H]0), (3.7a)

- (1 0)(2 2) (é) (3.7b)
~ (1 0)<Z>, (3.7¢)

=a. (3.7d)

0= (; )=

nao vale que H |0) = «|0) para algum «, e portanto nao é certo que uma medigao de H
retornara o valor a. Porém, se varios sistemas forem preparados no estado |0), a média
das medicoes tenderd para a conforme o ntimero de experimentos tende a infinito.

Note que como

Exercicio 41:
Mostre que (H); = a. s

Exercicio 42:
A incerteza de um observavel A em um certo estado é dada por

AA =/ (A% — (A)2 (3.9)
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Esta incerteza nao tem carater experimental, ela diz respeito ao fato de que A
simplesmente pode nao possuir um valor definido no estado considerado. Mostre que no
estado |0) a incerteza de H é AH = b. Qual a incerteza no estado %(\O) +11))? Y

Eventualmente, foi sugerido que o spin teria origem a partir de uma nogao de momento
angular intrinseco do elétron. O que isso significa?

A primeira interpretacio que temos seria que o elétron é como uma esfera rotacionando
em torno de seu proprio eixo. Vamos analisar essa possibilidade.

Exercicio 43:

Devido ao fato de que o spin tem apenas dois graus de liberdade, é possivel mostrar
que seu momento angular precisaria ser sempre j:%. Assumindo que o elétron é uma
esfera solida e que a velocidade na superficie do elétron ndo pode ultrapassar a velocidade
da luz, obtenha o raio minimo do elétron como sendo da ordem de R > 10~ '3 m. d

Acreditava-se desde entdao que isso seria impossivel, visto que um elétron tdo grande
dificilmente passaria despercebido[49, pp. 104-105]. Logo, a proposta que temos é que
o elétron possui momento angular, apesar de ndo ser como uma esfera em rotacio. E
uma forma distinta de momento angular do que a que estamos acostumados em situagoes
menos extremas.

Este aparente incomodo pode ser simplificado, e pretendemos fazer isso, sob a luz da
teoria de representacoes.

3.3 Construgoes Basicas com Representagoes

Nossa motivagdo para a introdugdo da nogao de representacao é inspirada por [45, Chap.
13]. Além disso, boa parte das nossas discussoes ¢ baseada em [7].

Dado um sistema fisico qualquer, é preciso que sejamos capazes de implementar, de
alguma forma, os efeitos de transformacoes de Poincaré sobre o sistema.

De fato, suponha que vocé decida girar a mesa em que realiza um certo experimento.
E preciso que haja uma forma de codificar essa alteracio no sistema, e o mesmo valeria se
fizéssemos um boost, uma translacio espacial, comeg¢dssemos a cronometrar num instante
diferente, etc.

Assim, queremos ter uma forma de agir sobre os estados e observaveis do sistema de
uma maneira que represente a a¢do do grupo. Esta é a ideia por tras de uma representacao.

Como podemos fazer isso? Sabemos as nocoes basicas do que um grupo deve satisfazer:
ser associativo, possuir identidade e inverso. Sabemos também como podemos agir em
estados: por meio de matrizes. Logo, gostariamos de representar um grupo qualquer por
meio de matrizes agindo em um espago vetorial V. Como estas matrizes deveriam ser
inversiveis, faz sentido escolhermos o grupo GL(V') das transformagoes lineares inversiveis
em V.

Exercicio 44:

Mostre que GL(V), o grupo das transformagoes lineares inversiveis em um espago
vetorial V| é de fato um grupo sob a operacao de composicao. Recorde que a composi¢ao
de funcoes é sempre associativa. Y
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Definicao 11 [Representacao|:

Seja G um grupo. Uma representagdo de G é uma dupla (p, V') onde V é um espaco
vetorial e p: G — GL(V) é um homomorfismo. Caso p seja injetivo, ou seja, caso
91,92 € G, g1 # g2 = p(g1) = p(g2), dizemos que a representacao é fiel. '

Um grupo familiar que serve um bom propdsito como primeiro exemplo é (R, +),
o grupo dos niimeros reais dotado da operacdo de adicdo. Queremos representar sua
estrutura por meio de multiplicagao de matrizes. Como isso pode ser feito?

Ha varias representacoes possiveis. Vamos comecar exibindo uma representacao
unidimensional. Tome o espaco vetorial como sendo R e o homomorfismo como sendo
p1: R — R tal que p1(g) = e9. De fato,

p1(g1 + g2) = 9792 = e9e% = p1(g1)p(g2)- (3.10)

Note também que esta é uma representacao fiel: se g1 # go, entao e9' # €92,
Podemos também escolher uma representacido bidimensional. Tome o espago vetorial
como sendo R? e escolha o homomorfismo

p2(g) = ((1] ?) (3.11)

Exercicio 45:
Mostre que a Eq. (3.11) define um homomorfismo de (R, +) em GLg(2). B

Ha& outras opgoes de representaces bidimensionais. Tome, por exemplo,
10
p3(g) = <g 1) (3.12)

ou pelg) = ( cosg Sing>‘ (3.13)

—sing cosg

Exercicio 46:
Mostre que as Eqgs. (3.12) e (3.13) definem homomorfismos de (R, +) em GLg(2). "X

Exercicio 47:
Quais das representagoes definidas pelas Eqs. (3.11) a (3.13) sao fiéis? B¢

Podemos entdo nos perguntar se estas representacoes sdo de fato fundamentalmente
distintas ou apenas formas distintas de escrever a mesma coisa.

Exercicio 48:
Mostre que existe uma matriz unitaria e ortogonal M tal que

Mpa(g)M~" = p3(g) (3.14)

vale. Sugestao: a solugdo precisa ser uma matriz simétrica. bY
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Note que a existéncia de uma matriz como a que ocorre no Exercicio 48 na péagina
anterior significa que as duas representacgoes diferem apenas por uma mudanca de base.
Logo, no fundo, sdo como duas formas de escrever a mesma representacdo. Porém, é
possivel que existam representagoes distintas numa mesma dimensao.

Exercicio 49:
Mostre que nao existe nenhuma matriz M tal que

Mpa(g)M~" = palyg) (3.15)

vale para todo g € R. Ademais, mostre que a tnica matriz M que satisfaz a condigao
mais fraca

Mps(g) = pa(g)M (3.16)
é a matriz nula M = 0. Y

E interessante que tenhamos uma forma de classificar se duas representagoes sdo, no
fundo, a mesma.

Definicao 12 [Intertwiner|:
Seja G um grupo e sejam (V1, p1) e (Va, p2) representagoes de G. Um intertwiner de
p1 e p2 € um operador linear U: V; — V5 tal que Upi(g) = p2(g)U paratodo g € G. &

Por ora, a nocdo de intertwiner s6 nos é interessante para definir representacoes
equivalentes, mas a visitaremos novamente na Secéo 3.6 na pagina 53.

Definicao 13 [Representagoes Equivalentes]:

Duas representagoes (Vi, p1) e (Va, p2) de um mesmo grupo G sao ditas equivalentes
quando possuem um intertwiner inversivel, isto é, quando h& um operador linear U: V| —
V5 tal que

Upi(9)U™" = p2(9) (3.17)

para todo g € G. [

Vamos considerar uma outra representacdo, desta vez em R?. Tome o homomorfismo
como sendo

ed 0 0
ps(g) =10 cosg sing |. (3.18)
0 —sing cosg
Exercicio 50:
Mostre que Eq. (3.18) define um homomorfismo. Y

Apesar de Eq. (3.18) definir uma representacao, percebemos que ela se assemelha com
representagoes que estudamos anteriormente. Em outras palavras, podemos quebra-la em
pedagos menores.
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Por exemplo, considere os vetores de R? que pertencem ao subespaco V; = span{(1,0,0)},
ou seja, os vetores da forma A - (1,0,0). Para estes vetores, temos

ed 0 0 A A
p(gjv=10 cosg sing||0]=€e|0] €. (3.19)
0 —sing cosg 0 0

Ou seja, o subespaco V7 é mantido invariante pela representacdo: apds agir com a
representacao num elemento de V7, continuamos em Vj.
Note, contudo, que

0 ed 0 0 0 0
p@)IA] =10 cosg sing||A] =] cosgA (3.20)
0 0 —sing cosg 0 —singA
e
0 ed 0 0 0 0
p(@)l0] =10 cosg sing 0] = | singX |. (3.21)
A 0 —sing cosg A cOoS gA

Logo, span{(0,1,0)} e span{ (0,0, 1) } ndo sdo invariantes, mas Vo = span{(0, 1,0), (0,0,1)},
composto dos vetores da forma (0, A, 1), é mantido invariante pela representagao. Se
v € Va, p(g)v € V3 para todo g € G.

Definicdo 14 [Subespagos Invariantes por uma Representagaol:
Seja G um grupo e (V, p) uma representagdo de G. Um subespago W de V' é dito ser
invariante por p se, e somente se, w € W implica que p(g)w € W para todos g € G. &

Note que W =V e W = {0} sempre sdo invariantes sob qualquer representagao.

Definicao 15 [Representagoes Redutiveis e Irredutiveis]:

Seja G um grupo e (V, p) uma representagao de G. p é dita ser irredutivel se os tnicos
subespacos invariantes forem os subespagos triviais W =V e W = {0}. Do contrario, p é
dita ser redutivel. '

Também é comum nos referirmos a representacoes irredutiveis como “irreps” (irreducible
representations).

Eq. (3.18) na pagina anterior define uma representagao redutivel, pois vimos que V}
e V5 sdo subespagos invariantes. Na verdade, Eq. (3.18) na pagina precedente define
um tipo especial de representacao redutivel: uma representacdo maximalmente redutivel,
pois podemos de fato expressa-la como uma matriz com blocos diagonais compostos por
representagoes irredutiveis. Vamos refrasear isso de maneira mais precisa.

Defini¢ao 16 [Soma Direta Algébrical:

Sejam V e W espagos vetoriais de dimensao finita sobre um mesmo corpo F. Definimos
sua soma direta, V @ W, como o espago vetorial (V' x W, F,+,-) onde a soma e produto
sao dados por

(v1,w1) + a - (v2,w2) = (V1 + avg, w1 + aws) (3.22)
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para todos vi,ve € V,wi,we € Weae K. '

O adjetivo “algébrica” se refere ao fato de que como estamos em dimensao finita, nao

é preciso se preocupar com questdes envolvendo convergéncia. Note que se V e W sédo

espacos de Hilbert, V & W também é um espaco de Hilbert se utilizarmos o produto
interno dado por

((v1, w1)|(v2, w2))y g = (vifvz)y (wilw2)y, - (3.23)

Como um exemplo imediato, veja que
R3 = R@®R2 (3.24)

Porém, ha uma outra forma de caracterizarmos a soma direta. Suponha que W; e Wy
sdo subespagos vetoriais de V' tais que Wi N Wy = {0} e tais que todo elemento v de V' é
da forma v = w1 + we para wi € W1 e wo € Ws. Entao vale que W1 @ Ws é isomorfo a V.
Em particular, podemos reescrever Eq. (3.24) como

R? = span{(1,0,0)} @ span{(0, 1,0), (0,0,1)}. (3.25)

Por vezes é conveniente denotarmos o elemento (v, w) como v @ w. Além disso, se
temos uma matriz A: V — V e outra B: W — W, entdo podemos definir A @& B por
(A® B)(v® w) = Av @ Bw. Note que, desta forma, matricialmente temos (digamos que
V tem duas dimensoes e W uma, por simplicidade)

A11 A12 0 (%1 A1 11)1 + A12U2
(A D B)(’U D w) = | A1 A2 0 vo | = | Aslvg + Ag2v9 , (3.26)
0 0 B w Bw

de forma que a matriz A @ B é dada por uma diagonal em blocos.

Definigao 17 [Soma Direta de Representagoes|:

Seja G um grupo e (Vi,p1) e (Va,p2) duas de suas representacoes. Definimos a
soma direta destas duas representagoes como a representacao (V, p) com espago vetorial
V =V, @ V2 e homomorfismo p(g) = p1(g) @ p2(g) para todo g € G. 'y

Com relacio aos exemplos que demos anteriormente, vemos agora que

ps = p1 ® pa, (3.27)

sendo que p; e py sdo irredutiveis.
Em espacos de Hilbert de dimenséo finita, esta decomposicao é sempre possivel.

Teorema 18:

Seja H um espago de Hilbert de dimensdo finita e seja p uma representacdo de um
grupo G em H por operadores unitdrios, isto €, tal que p(g)* = p(g)~' = p(g~!) para todo
g € G. Entido ou p é irredutivel ou existem representacoes irredutiveis (Vi, p;), 1 <i<n
para algum n natural tais que H=V1&--- @V, ep=p1 B--- D py. O

,45,



Demonstragdo:

Se p é irredutivel, estd encerrada a demonstragao. Do contrério, existe algum subespago
nao-trivial W que é invariante por p.

Denotemos W = {v € H; (v|w) = 0,Yw € W}. E possivel mostrar que V.= W oW
Note que, se v € Wt ew e W,

{p(g)v|w) = (vlp(g) w) (3.28a)
= (v]p(gHw), =0, (3.28D)

onde a tltima linha se deve ao fato de que p(g~')w € W por W ser invariante. Contudo,
assim provamos que (p(g)v|w) = 0 para todo g € G e todo w € W. Logo v € Wt =
p(g)v € W+ para todo g € G, o que significa que W+ é invariante sob p.

Defina Vi = W e Vo = W+, Defina p;(g)v = p(g)v para todos g € G,v € V;. Vale
entdo que p = p1 @ p2. Se p1 e pg forem irredutiveis, a demonstragdo estd concluida. Do
contrario, basta repetir o processo. Como a dimensao de W é sempre estritamente menor
que a de H, que é finita, o processo acaba. |

Exercicio 51:

Mostre que o Teorema 18 na pagina precedente também vale para o caso de repre-
sentacdes anti-unitarias, ou seja, tais que (v|p(g)w) = (p(g9)*wlv) e p(g)* = p(g)~' =
plg™h). 5

Em geral, nosso interesse se concentrara nestes tipos de representagdes por serem
exatamente as que possuem interesse fisico em Mecanica Quantica. Isso é garantido pelo
chamado Teorema de Wigner.

Teorema 19 [Wigner]|:
Toda transformacdo de simetria pode ser representada no espaco de Hilbert de estados

fisicos por operadores unitdrios ou anti-unitdrios fizos a menos de uma fase. O
Demonstracao:
Ver [50, Sec. 2.A]. [ ]

Por transformacao de simetria, entendemos que todas as probabilidades e valores
esperados devem ser preservados. O teorema de Wigner garante que a tinica forma de fazer
isso é por meio de operadores unitarios ou anti-unitarios. A observacao acerca de uma
fase se deve ao fato de que nao precisamos de algo tao forte quanto uma representacao
para estudar um sistema quantico. Voltaremos a esse assunto na Se¢ao 3.5 na pagina 51.

3.4 Produtos Tensoriais e Tensores

A esta altura, estamos vemos que as representacoes que realmente nos interessam sao
as irredutiveis. Na maioria das situacoes de nosso interesse, seremos capazes de escrever
outras representacdes como somas diretas de irreps. Porém, como podemos obter novas
irreps de um grupo?

Uma das maneiras de o fazer é utilizar as representacoes que ji conhecemos para
construir novas representacoes maiores e entao as decompor em componentes irredutiveis.
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Nossas referéncias principais para esta discussao sao [17, 52]. Nosso exemplo principal
serd o grupo SO(3).

O grupo SO(3), assim como todo grupo matricial, admite uma representagao par-
ticularmente simples devido a ji ser um subgrupo de algum GL(V): basta tomar
id: SO(3) — GL3(R), ou seja, cada matriz de SO(3) é representada por si mesma. Esta
representacao, conhecida como representagao fundamental, atua como

vt = Rijvj, (3.29)

onde estamos denotando os indices referentes a linhas em cima (v’ sdo as coordenadas de
um vetor coluna) e os referentes a colunas embaixo (v; sdo as coordenadas de um vetor
linha). Por exemplo, o objeto

a

b (3.30)

C

<
I

é descrito nesta notacdo por v! = a, v2 = b e v3 = ¢. Convencionamos também que

indices repetidos estdo sendo somados. Em notacao matricial, a Eq. (3.29) seria escrita
como v — v/ = Rv.

A representacio fundamental também é conhecida pelos fisicos como representacao
vetorial. Enquanto no jargdo matematico um vetor é um elemento de um espaco vetorial,
o jargdo fisico é mais restritivo: vetores sao definidos pela forma como se transformam sob
certos grupos. Em geral, ao dizer que* v* é um “vetor”, isso significa que v* é um elemento
do espaco vetorial associado a representacao fundamental de SO(3). Isso é uma forma
técnica de dizer que vale a Eq. (3.29). Para evitar usar o mesmo termo para mais de um
conceito, tentarei usar a palavra “trivetor” para vetores de SO(3), mas provavelmente
cometerei alguns deslizes.

A partir desta nocao, podemos comegar a pensar em novos objetos que se transformam
de outras formas. No final do dia, devemos conseguir novos espagos vetoriais, que de
maneira simplista podemos enxergar como formados por conjuntos de nimeros. Afinal,
um vetor coluna é um conjunto de N nimeros, por exemplo. Porém, ndo ha regras sobre
como vamos arranjar estes nimeros, desde que eles ainda se combinem de maneira linear.
Por exemplo, o objeto na Eq. (3.30) poderia ser reescrito na forma de uma matriz 3 x 3
antissimétrica,

0 a —b
v=1|—-a 0 ¢ |, (3.31)
b —c 0

que contém a mesma informagao em um arranjo diferente. Outra opcao seria usar matrizes
2 x 2 hermitianas e escrever

i c a—1tb
v="1'o; = <a+ib . ) (3.32)

*Isso varia com a drea de atuacdo, mas fisicos também frequentemente se referem as componentes de
um vetor como vetor, sem distinguir o objeto de suas componentes.
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Todas estas sdo maneiras de armazenar informagao sobre um espago vetorial tridimensional,
e podemos explorar essa liberdade para escrever novas representacées com mais facilidade.

Comecemos pensando em objetos com dois indices, 7%. Note que isto ndo é uma
matriz: matrizes tem um indice linha e um indice coluna, M ij, mas o objeto que estamos
considerando possui dois indices de linhas. Logo, é um objeto que pode ser multiplicado
com dois vetores linha (da forma v;) para obter um ntimero real. Como 7% possui dois
indices coluna, esperamos que se transforme como dois trivetores, ou seja, como

T — T = R, R T*. (3.33)

Cada indice de T é transformado como se pertencesse a um trivetor. Em outras palavras,
o objeto T% se transforma da mesma maneira que um objeto u'v?, onde u' e v’ sdo
trivetores.

Para que Eq. (3.33) defina uma representacio, é preciso que os objetos T% formem
um espago vetorial. A construcao desse espago vetorial, que é conhecido como produto
tensorial, é mais técnica do que é cabido para este curso, e recomendamos a leitura de
textos mais profundos, como [7, 17, 27], para estes detalhes. Uma forma de perceber esta
estrutura é enxergando os vetores linha como fung¢des que “comem” um vetor coluna e
“cospem” um ntimero. De fato, dados u; e v/, u;v* é um niimero real. A mesma construgio
pode ser feita ao contrario: vetores coluna “comem” vetores linha e “cospem” niimeros
reais. Nesta linha de raciocinio, os objetos T% formam o espaco vetorial de todos as
fungoes T: V* x V* — R, onde V* denota o espago dos vetores linha. [26, 36, 45] discutem
estas construgoes em situacoes de interesse fisico.

Exercicio 52:
Convenga-se que a transformacao da Eq. (3.33) de fato define uma representagao. Por
simplicidade, tome como hipétese que os objetos T% formam um espaco vetorial. BS

Os objetos T% sao conhecidos como tensores. Mais especificamente, tensores de tipo
(2,0). De forma genérica, um tensor de tipo (p,q) possui p indices em cima e ¢ indices
embaixo, ou seja, é da forma Tal'"a”blmbq. O rank de um tensor do tipo (p,q) é, por
definigao, p + gq.

E interessante nos perguntarmos se existe alguma diferenca real entre indices em cima
e embaixo. No caso geral, hd. Em diversos grupos esta distincao é fundamental. Porém,
no caso do grupo SO(3) a distingao é supérflua.

Exercicio 53:

Mostre que v’ e v; se transformam da mesma maneira sob SO(3), onde convencionamos
que o vetor linha associado a um vetor coluna é obtido por v; = d;; vl e vt =69 v;, onde 5
e 5ij valem 1 se ¢ = j e 0 caso contrario. Em outras palavras, mostre que as representagoes
definidas por v’ e v; sdo equivalentes. BY

O préximo passo é verificarmos se a representagiao fornecida pelos tensores (2,0) é
irredutivel ou ndo. Em geral, tomar produtos tensoriais para formar novas representagoes
nos leva a representacoes redutiveis, e uma forma de as decompor em representacoes
redutiveis é utilizando informagoes sobre combinagdes simétricas e antissimétricas.
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Por exemplo, tomemos T%. Em geral, T% # T7" e T% # —T7*, o que significa que T"
nao é um tensor simétrico nem um tensor antissimétrico. Porém, perceba que podemos

escrevé-lo como B . . 3
R A A o LA A R

T R — (3.34)
e assim decompo-lo em uma parte simétrica, dada por
) _ %(Tij 79, (3.35)
e uma parte antissimétrica, )
T = (19 = T7). (3.36)

As notagdes Tl e T() sio particularmente tteis e comuns em geometria diferencial.
E 1til as definirmos também para os casos em que mais indices ocorrem. Para um tensor
do tipo (/,0) define-se

T(il"'iz) — 71‘ Z T(iﬂl)'"iﬂ(l)) (337)

livill _ 71' Z STl in () (3.38)

onde 7 sd0 as permutagdes possiveis e d, vale +1 para permutacoes pares e —1 para
permutacdes fmpares. Por exemplo, T4 = %(TU — TY%), pois trocar (i, j) por (,7) é uma
permutagao par (0 trocas sdo necessarias), mas trocar (i, j) por (j,7) é uma permutagao
impar (1 troca necesséaria). As definigoes para tensores mais gerais sdo analogas

Exercicio 54:
Prove que as identidades

T(Zj)k — 5 (T”k + Tﬂk >’ (339)
plik] _ é(Tijk ki | pkii ik _ ik _ Tk:ji)’ (3.40)
(§
T(”)[kl] =1 (T”k:l — T + 17 — Tﬂlk) (3.41)
valem. Y

Exercicio 55:
Mostre que a expressao

1
T[l‘ﬂ = §€z]k€klmTlm (342)
vale. 4
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Exercicio 56:
Mostre que S A[ij] = 0 para quaisquer dois tensores S/ e A,;. oS

Exercicio 57:
Suponha que S¥ = S/ e AY = —AJ" sio tensores de SO(3). Mostre que suas
propriedades de simetria ou antissimetria sdo preservadas por transformagoes de SO(3). "

Logo, o subespago de tensores antissimétricos é invariante sob a representagdo que
escolhemos, e o mesmo vale para o subespaco de tensores simétricos. Podemos entao de-
compor a representacdo em uma soma direta da representagdo simétrica e da representacao
antissimétrica.

Facamos essa andlise de maneira mais explicita, seguindo os métodos descritos, por
exemplo, em [15, Cap. 10]. Como T% se transforma como u‘v?, podemos fazer a andlise de
representacoes com u'v’/ para deixar mais explicito que estamos considerando o produto
tensorial da representacao fundamental consigo mesma. Note que podemos comecar
escrevendo

uv? = ulo?) 4 by, (3.43)

Para um tensor simétrico, podemos ainda separar sua parte com traco do restante. O
traco de um tensor S é dado por S = 5Z»jS”. Note que %55” e SY tem o mesmo trago
(o fator de 3 é necessario porque, em trés dimensdes, 6% 5ij = 3). Logo, podemos escrever

1. 1
Y = 256 + <S” - 355”>. (3.44)

Exercicio 58:
Mostre que transformacoes de SO(3) preservam o trago de tensores de rank 2. s

Assim, podemos escrever
ii 1 ke i, 4] G5 L ki
uv]:§ukv 0 + ulv + | ut’ — W ). (3.45)

Calculando de forma um pouco mais explicita como as transformacgoes de cada setor
ocorrem, pode-se mostrar que essas representagoes sao de fato irredutiveis (veja [52, Chap.
Iv.1)).

Exercicio 59:

Mostre que a representacao de SO(3) descrita pelos tensores que se transformam como
%ukvkéij tem dimensdo 1. Mostre ainda que as representacdes de ulivil e (u(ivj) — %ukvkéij)
tem dimensdes 3 e 5, respectivamente.

Sugestdo: quantos niimeros sdo necessarios para escrever a matriz mais geral com
entradas dadas por %ukvkéij ? bY

Note em particular que a representacao de ulivdl é equivalente & representacao funda-
mental, visto que a podemos escrever como ¢, jkub ke SO(3) nao distingue indices em
cima e embaixo.

,50,



Exercicio 60:
Mostre que eijku[jv
3 x 3, entdo €, R Ry RY, = det Rey,,,,,. B
Assim, concluimos que o produto tensorial da representacdo fundamental consigo

mesma ¢é uma soma direta de trés representagoes. E comum denotarmos as representagoes
em termos de sua dimensao e por isso escrevemos

K se transforma como um trivetor. Sugestdo: se R é uma matriz

303=5&3a1 (3.46)

Esta notagdo pode ser preocupante caso tenhamos mais de uma representacao irredu-
tivel com a mesma dimensao, mas SO(3) é um grupo particularmente bem comportado.
Sempre que temos dois indices antissimétricos, podemos usar o simbolo de Levi-Civita

ik " . .
e escrever eijkub v*l. Na prética, para este grupo, precisamos lidar apenas com tensores
totalmente simétricos.

3.5 Representacoes Projetivas e Spinores

Nossa defini¢do de representacio exigia a presenca de um homomorfismo, ou seja, uma
funcao U: G — GL(#), onde H ¢é agora o espaco de Hilbert da teoria quantica, tal que
U(g192) = U(g1)U(g2). Contudo, as probabilidades quanticas nao seriam alteradas se
tivéssemos apenas U (g1, g2) = €/*91:92)U (g1)U (g2), pois as expressoes diferem apenas por
uma fase que independe do espago e do tempo. Nossa discussdo é inspirada por [23, 45,
50].

Por conta desta liberdade de fase, a teoria quantica nos obriga a considerar também
representacdes um tanto mais gerais, conhecidas como representacoes projetivas, que sao
precisamente estas nogoes generalizadas de representagbes com uma fase adicional nos
produtos (veja [23, 45, 50] para abordagens mais detalhadas). Contudo, uma forma de
contornar isto é admitindo um grupo maior. Como mencionamos anteriormente, o grupo
SU(2) é o recobrimento universal de SO(3) e é possivel mostrar que as representagoes
unitarias de SU(2) correspondem as representacoes unitarias projetivas ou nao de SO(3).
Porém, todas as representagdes unitarias de SU(2) sdo representagdes genuinas, nao
projetivas. Assim, trabalhando com SU(2) temos uma maneira mais simples de lidar com
o problema de encontrar as representagdes de SO(3).

Consideremos entdo a representagdo fundamental de SU(2). Note que podemos
entender esta representagdo como uma representacao de SO(3), dado que podemos construir
um homomorfismo injetor de SO(3) em SU(2) pelo procedimento da Segéo 2.4 na pagina 32.
Isto nos explica entdo a forma como rotacdes podem ser descritas de maneira nao-trivial
num espaco de Hilbert bidimensional, como o que utilizamos mais cedo ao pensar sobre
spin eletrénico.

Isso explica também em partes o porqué da noc¢ado de spin ter sido tdo curiosa a
primeira vista. Ela ocorre de uma maneira pouco convencional dentro do grupo SO(3).

Um exercicio comum em cursos de Mecanica Quéantica e que é interessante como
um novo exemplo no nosso contexto é o estudo de um sistema com dois elétrons. Cada
um dos elétrons possui um spinor — o nome que damos a representacao 2 de SO(3),

,51,



embora o termo também ocorra em outros contextos — que descreve o seu spin. Os dois
spinores sdo independentes, mas ocorrem simultaneamente na descricdo, o que nos motiva
a descrever o sistema completo em termos de um produto tensorial. Assim, o vetor que
descreve o sistema se transforma na representacao 2 ® 2 de SO(3). Podemos escrever essa
representacao em termos de representagoes irredutiveis?

Faremos a anélise por métodos tensoriais, mas desta vez trabalhando com tensores de
SU(2), visto que isto deixa a andlise em termos de representagdes usuais, nao projetivas.
H4a uma diferenca desta vez, no entanto: nds precisaremos distinguir indices em cima e
embaixo, pois para abaixar indices em grupos formados por matrizes complexas é preciso
fazer uma conjugacdo complexa, ou seja, definimos u; = 5ijﬂj, onde a barra denota
conjugacao complexa. A razdo para isto é que matrizes unitarias preservam ), u'v?, mas
ndo Y, uv’.

Exercicio 61:

Mostre que a combinago 9, u’v? ndo é invariante por SU(2), mas se transforma de
acordo com 5ijuivj — uFo!(UTU)M onde deixamos todos os indices em cima para denotar
que representam os elementos de matriz usuais. YK

Exercicio 62:

Mostre que @ — @ (UT)7", Y

Da mesma forma que denotamos u; = @/, também denotaremos (UT)ji = (UM,
Assim, a lei de transformacdo dos vetores conjugados u; se torna u' — u? (UT) ji.

Com isto em mente, comecamos como com 3 ® 3, separando as partes simétrica e
antissimétrica. Temos

uiv? = ulo?) ol (3.47)

A seguir, tentariamos separar a parte simétrica em parte com trago e parte sem trago,
mas isso nao é necessario: nos grupos unitarios, o traco é tomado apenas entre indices
diferentes (um em cima e um embaixo), pois a quantidade preservada pelas matrizes
unitarias é uivi, nao (5ij u'v?. Assim, ndo podemos separar traco algum. Percebendo que a
parte simétrica tem 3 dimensoes e a antissimétrica tem 1, concluimos que

202=35®D1y, (3.48)

onde os subescritos sdo apenas lembretes das propriedades de simetria. Em Mecénica
Quaéntica, isso reflete o fato de que ha um tripleto de estados em que a parte espinorial do
estado é simétrica e um singleto em que a parte espinorial é antissimétrica.

E ttil mencionarmos que, em MecAnica Quantica, uma particula que se transforma sob
rotacoes segundo a representagdo d de SO(3) tem momento angular total dado por spin j,
onde d = 2j + 1. A razéo para isso é que o momento angular ao quadrado de uma tal
particula é entdao dado por h%j(j 4 1) [49]. Por vezes diremos que uma particula tem spin
J, e com isso queremos dizer que (ignorando a parte espacial das rotagoes e considerando
apenas as propriedades intrinsecas da particula) ela se transforma sob rotagdes como

2j + 1. Por conta disso, as vezes a Eq. (3.48) pode ser escrita como
1 1

oI = 1 4
2®2 0el, (3.49)
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que pode ser mais conveniente para casos em que se estd estudando momento angular em
Mecanica Quéantica.

3.6 Lema de Schur

Antes de partirmos para aplicacbes mais gerais em Fisica, vamos a um ultimo resultado
geral sobre teoria de representacoes: o Lema de Schur. Dadas algumas condicées, seu
resultado (conforme enunciado pelos fisicos em geral) é simples: se uma matriz A comuta
com p(g) para todo g pertencente a um grupo G e alguma representacdo irredutivel
p, entdo A = Al para alguma constante A. A forma que demonstraremos é um tanto
diferente, mas este é um de seus corolarios e o foco de nosso interesse.

Por ora, este parece um resultado meramente técnico, mas veremos em breve que ele
possui consequéncias fisicas profundas. Nossa demonstragao seguird [7].

Teorema 20 [Lema de Schur]:

Seja G um grupo. Tome duas representacoes irredutiveis de G, (p1,V1) e (p2, Va),
sendo que Vi e Va ndo sao triviais (ou seja, nao sdo compostos apenas pelo vetor nulo).
Nestas condigoes, se a transformacao linear A: Vi — Vo for um intertwiner de p1 e pa,
isto é, se Ap1(g) = p2(g)A para todo g € G, entio ou A é inversivel ou A = 0. O

Faremos a demonstracdo por meio de exercicios guiados.
Exercicio 63:

Defina o nicleo Ker A e a imagem Ran A de uma transformacao linear A: V; — V5
por

Ker A = {v € V1; Av = 0} (3.50)

e
Ran A = {Av;v € V1 }. (3.51)
Mostre que, nas condi¢oes do Lema de Schur, Ker A é invariante por p; e Ran A é
invariante por ps. Y

Como assumimos que as representagoes sao irredutiveis, isso implica que Ker A = {0}
ou Ker A = V] e, de modo andlogo, Ran A = {0} ou Ran A = V5. Assim, temos quatro
casos:

i. Ker A ={0} e Ran A = {0};
ii. Ker A={0} e RanA = Vy;
iii. Ker A=1V; e Ran A = {0};
iv. Ker A=V e Ran A = V5.
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Exercicio 64:

Seja A: Vi — V5 uma transformacao linear. Mostre que Ker A = {0} e Ran A = {0}
nao pode valer sob as condi¢gdes do Lema de Schur. Faca o mesmo para Ker A =V e
Ran A = V5. 4

Assim, restam duas opg¢oes apenas.

Exercicio 65:
Seja A: Vi — V5 uma transformacao linear. Mostre que Ker A = V; e Ran A = {0}
implica A = 0. B3

Se este nao for o caso, entdo resta uma tnica opgao.

Exercicio 66:
Seja A: Vi — V5 uma transformacao linear. Mostre que Ker A = {0} e Ran A =V},
implica que A é injetor e sobrejetor. Por consequéncia, A é bijetor, ou seja, inversivel. K

Com o Lema de Schur em maos, podemos agora estudar um de seus coroléarios, que
nos serd de grande interesse (e frequentemente nos referiremos a ele como Lema de Schur).

Corolario 21:

Seja G um grupo e (p, H) uma representagao irredutivel e unitdria de G num espago
de Hilbert. Suponha que A: H — H é um operador linear limitado* tal que Ap(g) = p(g)A
para todo g € G. Nestas condigoes, existe X € C tal que A = \1. O

Demonstracgio:

Faremos a demonstragdo no caso de dimenséao finita. A demonstracao geral se aplica a
qualquer dimensdo, mas por utilizar conceitos mais delicados de Anélise Funcional que
generalizam as noc¢oes que utilizaremos abaixo, é menos pedagogica dado o escopo dessas
notas. Contudo, ela pode ser encontrada em [7].

Como A é um intertwiner de p consigo mesmo, sabemos imediatamente que é inversivel
ou nulo. Porém, o mesmo vale para A — A1, onde A\ é qualquer niimero complexo. Se
provarmos que existe A tal que A — A1 é nulo, entdo concluimos que A = A1 e o resultado
estd provado. Pelo Lema de Schur, basta mostrarmos que A — A1 néo é inversivel.

Para saber se A — A1 é ou néo inversivel, podemos observar seu determinante. Para
que ndo seja inversivel, é preciso que det(A — A1) = 0. Contudo, esta equacao determina
um polinémio de grau N em A, onde N é a dimensao do espaco de Hilbert em consideracao.
Pelo Teorema Fundamental da Algebra, todo polinémio com coeficientes em C possui
raizes em C, e portando existe algum A € C tal que det(A — A1) = 0. O Lema de Schur
entdo garane que A — A1 = 0 e, por consequéncia, vale que A = A\1. |

*“Limitado” significa que se ||v|| = 1, entéo ||Az|| < C para alguma constante C. Essencialmente,
A é limitado no sentido de ndo conseguir levar vetores unitdrios em vetores arbitrariamente grandes.
Em dimensao finita, toda transformagao linear é limitada, mas em dimensdo infinita a distingdo entre
operadores limitados e ilimitados é relevante.
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4 Aplicagoes Fisicas

Agora que temos em maos um bom conhecimento sobre como funciona a teoria de grupos
e representagoes, é instrutivo (e divertido) explorarmos algumas formas em que estes
conceitos ocorrem em Fisica Fundamental.

4.1 O Caminho Octuplo da Fisica de Particulas

Uma das consequéncias do Lema de Schur é a relagdo entre a existéncia de simetrias
de um sistema quéantico e a presenca de degenerescéncias. Lembremos que se A é um
observavel, entao os valores possiveis que podem ser medidos para A sao os ntmeros a
tais que A |4) = alth) para algum vetor |1) no espaco de Hilbert. E possivel que haja
véarios vetores distintos |¢,) para os quais isso vale para o mesmo niimero a, e assim temos
varios estados fisicamente distintos que retornariam a mesma medicdo. Nossa discussao
relacionando esta nogdo com simetrias se inspira em [52].

Para ver como isso se relaciona com simetrias, suponha que temos alguma transforma-
¢ao U unitaria que representa uma simetria, no sentido de que U AUt = fl, ou seja, Aé
mantido invariante por esta transformacao.

Exercicio 67:
Mostre que se UAUT = A para U unitario, entdo [U, A} =0. B3

Exercicio 68:
Mostre que, dada uma matriz N x N A, {U e U(N); UAUT} ¢ um grupo. B¢

Exercicio 69:

Mostre que se UAU' = A para U unitério e A |yp) = a |¢), entdo A |¢') = a|¢), onde
[¥) =U[). 53

Assim, tanto o estado |¢)) quanto o estado |¢)') fornecem o mesmo valor quando
medimos A.

Note que a presenca de d estados degenerados linearmente independentes (ou seja, que
nao podem ser escritos como combinagoes lineares dos demais) implica a existéncia de
uma representacao irredutivel d-dimensional do grupo. Se nés soubéssemos qual o grupo
G por tréas das transformacoes U, poderiamos descobrir quais sdo os possiveis valores de
d a partir do estudo das representacoes de G. Alternativamente, se observamos diversas
formas de degenerescéncia num sistema quéantico, podemos adivinhar qual o grupo de
simetrias escondido com base num raciocinio reverso.

Esta nogdo possui uma relagao intima com o Lema de Schur: se U(g) é uma represen-
tacio irredutivel unitaria de algum grupo G e U (g)AU (9)f = A, entdao o Lema de Schur
nos esta garantindo que A=al para alguma constante a. Ou seja, a simetria impde a
estrutura da teoria.

Vamos exemplificar isto com alguns “estudos de caso”. Nos baseamos em [9, 22, 48,
49, 51, 52].
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Em 1932, foi descoberto o néutron. Um fato particularmente curioso acerca dele é o
valor de sua massa em comparagdo com o proton. Tem-se[38]

m,, = 938.272081(6) MeV, (4.1)

my, = 939.565413(6) MeV, (4.2)

onde usamos a unidade convencional para massas em Fisica de Altas Energias: MeV. Na
verdade, esta ¢ uma unidade de energia, mas é convencionado que o valor estd sendo
dividido por ¢? (onde ¢ é a velocidade da luz) para obter uma dimensdo de massa. O
elétron-volt é definido como a variacao na energia de um elétron ao atravessar uma diferenga
de potencial elétrico de 1V. Mais especificamente, 1eV = 1.602 176 634 x 1071 J (ndo
ha incerteza, pois as unidades do SI sao definidas de modo a deixar algumas constantes
fundamentais com valores exatos).

Como m,, e m,, sao extremamente préximos, ¢ razodvel supor que existe uma simetria
aproximada relacionando prétons e néutrons. Sabemos que nao é uma simetria exata,
visto que as duas particulas tem cargas elétricas diferentes, e portanto ndo esperamos que
a interacdo eletromagnética respeite essa simetria. Contudo, esperamos que em energias
muito altas, em que a interacao eletromagnética é essencialmente desprezivel, essa simetria
dite a Fisica do sistema. Em esséncia, é como um problema de bloquinhos em que sabemos
que ha atrito, mas escolhemos o desprezar: em algumas situacdes, a hipotese pode ser
absurda, mas nas condigoes apropriadas podemos obter excelentes resultados com essa
aproximacao.

Temos uma degenerescéncia na massa de duas particulas. Podemos entender o préton
e o néutron como dois estados degenerados, o que sugere a existéncia de uma simetria.
Estudos sobre a forga de interagao entre protons e néutrons e entre prétons e prétons
reforcaram a ideia de que, a menos de interagoes eletromagnética, as duas particulas sao
essencialmente idénticas. Pelos argumentos que fizemos mais cedo, isso significa que o
grupo de simetria subjacente deveria possuir uma representacdo bidimensional. Oras, ja
sabemos que o grupo SU(2) tem uma representagao 2, entao podemos tentar utilizé-lo
neste contexto. Temos agora a proposta de que a teoria que descreve as interacoes entre
prétons e néutrons deveria ser simétrica sob transformagoes da forma

(0)-o(2)

onde U € SU(2). Enquanto as interagoes eletromagnéticas forem despreziveis, poderiamos
entao “embaralhar” o que chamamos de préton e o que chamamos de néutron sem alterar
as consequéncias fisicas.

Conhecemos essa simetria como isospin. Perceba que o seu significado é que, enquanto
ignorarmos a carga elétrica, as leis fisicas ndo apenas sdao invariantes sob a troca p < n,
mas também por misturas. Por exemplo, como toda matriz ortogonal é unitaria, as leis
fisicas deveriam ser também invariantes pela substituicao

p — cosfp+sinfn, n — —sinfp + cosbn (4.4)
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para qualquer angulo 6. E este é s6 um exemplo: qualquer transformagéo de SU(2) deve
preservar as leis fisicas enquanto ignorarmos efeitos eletromagnéticos.

Podemos obter uma descricdo da carga elétrica. Queremos uma matriz ) tal que
Qp = +p e @n = 0, pois assim vale que p e n tem cargas elétricas bem definidas*. Ora,

basta tomarmos
10
o= (1 7). w

Notemos que a carga elétrica de fato quebra a simetria de isospin. Caso @ fosse
preservada por isospin, teriamos que [@Q, U] = 0 para todo U € SU(2) pela argumentagao
do inicio desta se¢do. Contudo, este nao é o caso.

Exercicio 70:

Mostre que [Q, Ti] # 0 para ¢ = 1,2 e disso conclua que ha elementos de SU(2) que
nio comutam com Q. Perceba que [Q, 7'3} = 0, e portanto parte da simetria é mantida
ao final do processo. Mostre que essa simetria é, na verdade, uma representacao redutivel
do grupo U(1). Assim, dizemos que a simetria é quebrada de acordo com SU(2) — U(1).

Sugestao: note que Q = 73 + % BY

De forma um pouco mais geral, o operador de carga @ é dado por Q = 73 + %,
onde B é o chamado ntimero baridnico, que vale B = 1 para prétons e néutrons e
essencialmente conta o niimero de nicleons. Nticleos atémicos podem ter valores maiores
de B. Historicamente, uma das relevincias disso é que eventualmente descobriu-se a
existéncia dos pions 7" e 7, particulas que se transformavam como 1 sob SO(3) e
tinham carga 41 (para o pion 7). Um dos processos em que os pions eram formados é
p+p—p+n+aT. Se assumirmos que o nimero baridnico é conservado nesse processo,
terfamos para os 7 que B =0 e 737F = 7%, Como isso é possivel?

~ , 1 0 . ~
Como na representacao fundamental 73 é dada por % (0 1) , certamente os pions nao

podem estar na representacao fundamental do grupo de isospin. Contudo, na representagao
3 temos o que é preciso.

Exercicio 71:
Mostre que as matrizes

L [0 1o ;[0 -1 0 10 0
Ji=—[10 1|, Jo=—|1 0 -1, H=|00 0 (4.6)
V2\p 1 0 V2o 1 o 00 —1

satisfazem as relagoes de comutagio da algebra su(2), e portanto formam uma representa-
¢ao da algebra. Assim, as exponenciando podemos obter uma representacao tridimensional

de SU(2). R

*Estamos seguindo a convencao da Fisica de Particulas de medir as cargas em unidades da carga
elétrica elementar e = 1.602176 634 x 10~ C.
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Perceba que Js, que corresponde a 73 nessa representacio, satisfaz

1 1 0 0 0 0
Jslol=1o], »l1]=[o], Jlol=1]0]. (4.7)
0 0 0 0 1 1

Assim, podemos acomodar os pions na representaciao 3 se houver um terceiro pion 7°. Ele
de fato existe. Por completude, comentamos ainda as massas dos pions, que sao[38|

my+ = 139.57039(18) MeV (4.8)

Mo = 134.9768(5) MeV. (4.9)

Com o tempo, mais particulas foram descobertas e passaram a dar indicios de outras
simetrias. Novos decaimentos sugeriram a existéncia de uma nova quantidade conservada
pelas interagoes fortes (como as que ocorrem entre nicleons) e eletromagnéticas, mas
nao pelas interagoes fracas (associadas a decaimentos). Esta quantidade foi batizada de
estranheza (strangeness). E possivel organizar mésons e barions (a grosso modo, particulas
“nem tao pesadas” e particulas “pesadas”) em termos de sua estranheza e carga elétrica,
como feito nas Figuras 6 a 8 nas paginas 59-60 para parte das particulas conhecidas no
inicio dos anos 1960.

As massas de cada um desses conjuntos é semelhante. Para os mésons pseudoescalares™,
temos os pions com massas por volta def 140 MeV, os kdons com massas em torno de
490 MeV e o méson 1 em torno de 550 MeV.

Para os barions de spint %, temos o préton e o néutron com cerca de 940 MeV, o
sistema Y com 1190 MeV, o sistema = com 1320 MeV e o barion A com 1115 MeV.

Por fim, os barions de spin % sdo compostos pelo sistema A com cerca de 1230 MeV,
o sistema ¥* com 1380 MeV e o sistema =* com 1530 MeV.

As massas dentro de cada um desses conjuntos sdo semelhantes. Embora os quase
500 MeV dos kdons parecam muito distintos dos modestos 140 MeV dos pions, repare que,
comparados aos barions, as massas sao de fato parecidas. A grande diferenca entre elas
apenas indica que a possivel simetria subjacente é uma aproximagao pior que o isospin
com SU(2) que haviamos obtido anteriormente.

Gostariamos entdo de encontrar um grupo que possua uma representacdo com oito
dimensdes, para explicar as massas semelhantes dos mésons escalares. E possivel que um
tal grupo também admita outras representacdes que nos permitam entender as estruturas
dos barions também.

Assim, no inicio dos anos 1960 Gell-Mann e Ne’eman propuseram, de maneira in-
dependente, que o grupo desejado é o grupo SU(3). Vamos considerar essa proposta

*Pseudoescalar significa que se transformam como 1 sob SO(3) e trocam de sinal sob trocas de paridade.

T As massas que mencionamos para os mésons e barios advém de [9, 38].

3

Spin 2 significa que se transformam como 2 sob SO(3). Adiante teremos ainda particulas de spin 3,

2
que corresponde & irrep 4 de SO(3).
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s=+1

71.0
s=0 7 H Tt

n

q=+1
s=-—1 {
K~ K°
q=-1 q=0

Figura 6: Classificacio dos mésons pseudoescalares sequndo estranheza e carga.

n p

s=0

ZO
s=1 %~ : »3ns

A

q=+l1
s=2 == =0
qg=-1 q=0

Figura 7: Classificagdo dos bdrions de spin % segundo estranheza e carga.
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A~ A AT AT

s=0
q=+2
*0
s=1 y*- %
s=2 ——
qg=-1 q=0

Figura 8: Classificacdo dos bdrions de spin % conhecidos no inicio dos anos 1960 segundo
estranheza e carga.

analisando o produto 3 ® 3 (denotamos com barra a representacio conjugada, ou seja, se
3 ¢é a representacao de u', 3 é a representacao de vj). Utilizando os métodos tensoriais,
temos

. 1. . 1
u'v; = §5Zjukvk + <u’vj - 351jukvk>, (4.10)

e ndo podemos fazer outras decomposicoes, pois ndo ha como simetrizar ou anti-simetrizar
indices em posigoes opostas, dado que eles se transformam de modos distintos. Como o
trago é descrito por um tinico niimero, vemos entao que obtivemos a decomposicao

33=8d1, (4.11)

que inclui uma representacdo em dimensdo 8, exatamente como precisdvamos — um
octeto, como o da Figura 6 na pagina anterior. H4 ainda um singleto, que ndo parece se
encaixar na nossa listagem de particulas, mas nao hé motivo para se preocupar: o méson
n' foi detectado alguns anos apds a proposta do caminho 6ctuplo[29] por Gell-Mann e
Ne’eman e corresponde precisamente ao que se esperaria de um singleto de SU(3).

Notamos que, ao lidas com os grupos SU(N), o resultado N@ N = (N2 - 1)@ 1 é
genérico e a representacdo N? — 1 é conhecida como representacio adjunta.

Exercicio 72: B
Mostre que, em SU(N), N N = (N2 —-1)@ 1. Y

Ainda ha mais uma combinacéo interessante para explorarmos. A saber, 3 ® 3 ® 3.
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Exercicio 73:
Mostre que, em SU(3), 3 ® 3 = 6 @ 3. Sugestdo: notando que podemos escrever
ulivd] = %eijkeklmulvm, mostre que ulv7! se transforma como 3. B

Sabemos entdo que 3 ® 3

333=(603)®3, (4.12a)
=(623)d(3x3). (4.12Db)
Exercicio 74:

Por que podemos distribuir ® sobre @ na Eq. (4.12)? Sugestao: justifique em termos
de métodos tensoriais. B¢

Das Eqgs. (4.11) e (4.12) na pégina anterior e na pagina corrente nés concluimos que
333=(63)D8yad1, (4.13)

onde escrevemos 8374 para denotar que dois dos trés indices que ocorrem em 874
estdo antissimetrizados (M A denota mized antissymetric). Veremos em breve que uma
representacao distinta, com dois indices simetrizados, também terd dimensao 8.

Calculemos entdo o produto 6 ® 3. Por simplicidade, denotaremos S = u(iv9). Note
que nao podemos antissimetrizar os indices ¢ e j, pois eles sao simétricos por hipotese.
Sabemos que um trecho da decomposicio de uliv)wk deveria ser o tensor totalmente
simétrico utviwh). Assim, escrevemos

vl uwh = STk, (4.14a)

= Sk + oSk 4 ggIliyhl (4.14b)
onde as constantes a e 5 devem ser determinadas.

Exercicio 75:
Mostre que na Eq. (4.14) tem-se a = § = % Sugestao: convenca-se de que é preciso
que a = 3 e a seguir reescreva cada simetrizacido e antissimetrizagdo explicitamente. "X

Temos entao que
ultpDwk = §0k) 4 %(Smwk} + Sj[iwk}). (4.15)
Exercicio 76:

Convenca-se de que ul'vw*) é uma representacdo em 10 dimensdes. B3

Assim, concluimos que
6®3=103D 89, (4.16)

onde M S (mized symmetric) denota que dois dos indices de 8)ss estdao simetrizados.
Segue entao que
3®3X3=10D 85 D8ya D1 (4.17)
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Podemos entender estas representacdes como relativas aos barions. 8375 e 8374 sao
as representagoes dos barions de spin % que ocorrem na Figura 7 na pagina 59. E
estranho, contudo, que a Figura 8 na pagina 60 tenha 9 béarions, mas a representagao que
encontramos tenha dimensao 10, nao 9.

O bérion Q™ foi encontrado em 1964[8], trés anos apds a previsao de sua existéncia. A

Figura 9 apresenta um diagrama mais completo que a Figura 8 na pagina 60.

A~ A AT ATt
s=0
q=+2
s=1
s=2
s=3

qg=-1

Figura 9: Classificagio dos bdrions de spin % sequndo estranheza e carga. Desta vez incluimos o
bdrion 27, observado experimentalmente apds ter sua existéncia prevista pela teoria
de grupos e representagdoes.

There is another.

Master Yoda (Frank Oz), Star Wars: The Empire
Strikes Back (Episode V).

E interessante pensarmos ainda em quais estruturas sao estas que se transformariam
na representacao fundamental de SU(3). Hoje em dia, os chamamos de quarks, termo
cunhado pelo préprio Gell-Mann[14]. Mais especificamente, organizamos o tripleto ¢* que
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se transforma como 3 segundo

' u
¢=1d]|, (4.18)
s

onde u é o que conhecemos como quark up, d como quark down e s como quark strange.
Estes sdo apenas trés dos seis quarks que conhecemos atualmente. A Tabela 1 possui
algumas informagoes sobre suas propriedades.

Tabela 1: Propriedades dos seis quarks atualmente conhecidos. Dados retirados de [38]. Hd
diferentes formas de medir o que entendemos como a massa do quark top, sendo que
apresentamos o valor obtido por medicoes diretas. Mais detalhes podem ser obtidos em

[38].

Nome Massa Carga (e)

up 2.1610:58 MeV +2

down 4.67J_r8:‘11§ MeV _%

strange 93t MeV _ %

charm 1.27 +£0.02 GeV +%

bottom 4187053 GeV -1

top 172.76 + 0.30 GeV +%

Ao observarmos os dados da Tabela 1, torna-se mais claro o motivo de SU(2) ser uma
simetria “melhor” que SU(3): a massa dos quarks up e down é consideravelmente préxima,
enquanto a do quark strange é consideravelmente maior.

Os produtos 3 ® 3 e 3 ® 3 ® 3 agora possuem uma interpretacido mais clara: os mésons
sao formados por pares quark-antiquark, enquanto os barions sdo formados por conjuntos
de trés quarks.

E divertido especular sobre como os quarks se
comportariam se fossem particulas fisicas de massa
finita (ao invés de entidades puramente
matematicas como seriam no limite de massa
infinita).

Gell-Mann, Murray|[14].

4.2 Teorias de Grande Unificagao

A proxima aplicacio de teoria de grupos que discutiremos ocorre no contexto de Teorias de
Grande Unificagado, que buscam entender o que ocorre além do Modelo Padrao da Fisica
de Particulas. Naturalmente, nossa discussdo deve comecar com um resumo do nosso
conhecimento geral sobre particulas. Discussées mais detalhadas podem ser encontradas,
por exemplo, em [9, 31, 41, 52, 53], que baseiam nossa abordagem.
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Uma licdo que podemos tirar da discussdo sobre o Caminho Octuplo da Fisica de
Particulas é o fato de que se conhecermos as simetrias de um sistema, somos capazes de
descobrir como ele se comporta. A partir do momento que descobrimos que as propriedades
de mésons e barions sdo descritas em termos de uma simetria SU(3) aproximada, fomos
capazes de prever a existéncia do €27, por exemplo. Assim, descrever as simetrias de uma
teoria é, em certo sentido, correspondente a descrever a teoria em si.

Facamos uma analogia. A situacio que temos é semelhante a andlise dimensional: se
sabemos que um péndulo tem comprimento [ e estd num campo gravitacional de aceleracao
g, entao seu periodo T' deve ter a forma

l
Toxy/—. 4.19
P (4.19)

Podemos pensar que as unidades de [, g e T' determinam sua representacao sob transforma-
¢oes de escala, isto é, sob mudancas de unidades. Em termos apenas dessas propriedades
podemos obter previsoes da teoria a menos de constantes que poderiam ser fixadas,
por exemplo, experimentalmente. Note, porém, que isto é apenas uma analogia para
exemplificar como simetrias podem fornecer informagcdes sobre dindmica.

O Modelo Padrao da Fisica de Particulas contém trés tipos de interacoes: fortes, fracas
e eletromagnética. Vamos comegar discutindo as interagdes fortes.

Ao discutir a estrutura do grupo SU(3) descobrimos a existéncia de um barion que
chamamos de A*+. Conforme ilustrado no diagrama da Figura 9 na péagina 62, ele possui
carga +2. Sabemos que ele é formado por trés quarks, pois os barions sdo formados por
representacgoes advindas de 3 ® 3 ® 3. Comparando as cargas dos quarks up, down e
strange na Tabela 1 na pagina anterior, vemos que ATT precisa ser formado por trés
quarks up.

Isto conduz a um problema: o quark up se transforma sob rotacdes na representacao
spinorial, 2. Um dos elementos fundamentais da Teoria Quantica, o chamado Principio
da Exclusao de Fermi, assegura que nao é possivel que duas particulas idénticas com essa
propriedade tenham os mesmos niimeros quanticos. Por exemplo, dois quarks up nao
podem ambos ter spin para cima se nao houver alguma outra quantidade em que possam
diferir. Contudo, pode-se mostrar que para o ATT ter o spin % que tem, os trés quarks
precisam ter spin para cima. Logo, é como se os trés quarks estivessem no mesmo estado,
o que é certamente impossivel. Conclui-se entao que é necessario que haja alguma outra
simetria sob a qual cada um dos trés quarks formando o A™T terd uma carga diferente.
Postulamos entao a existéncia de uma nova simetria SU(3) conhecida como cor. Assim,
os quarks compondo o AT sao distintos, pois um deles é “vermelho”, outro é “verde” e o
terceiro é “azul”.

Note que estes nomes sdo apenas ilustrativos e heuristicos, ndo representam cores
no sentido usual que estamos habituados. Uma justificativa para essa escolha é que
vermelho + verde + azul = branco e as particulas compostas que observamos sempre tém
“cor branca”, no sentido de serem neutros para as interagoes de cor.

Assim, as interacoes fortes estdo associadas a uma simetria SU(3)¢ (que é distinta do
SU(3) que estudamos ha pouco, e o ressaltamos com o subscrito C' para denotar “cor”).
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Para descrever uma dindmica que seja invariante sob transformagoes de cor, pode-se
mostrar que é preciso que exista um conjunto de particulas se transforma na representacao
adjunta de SU(3)¢, isto é, como 8. Estas particulas sdo conhecidas como gliions. Apenas
os quarks e os préprios glions interagem com os glions.

As demais interagoes sdo um pouco mais complexas. A descri¢do das interacoes fracas
e eletromagnéticas é “entrelagada”, no sentido de que é preciso uma unica teoria para
as descrever. Eventualmente descobriu-se que uma simetria SU(2); ® U(1)y fornece
uma descricdo apropriada, onde usamos os subscritos L e Y para descrever algumas
peculiaridades da simetria.

Particulas com spin % podem ser de “mao esquerda” ou de “mao direita”. “Mao direita”
significa que o vetor de spin aponta no mesmo sentido que o momento da particula,
enquanto “mao esquerda” significa o contrario. As interac¢des fracas possuem preferéncia
por particulas de méao esquerda, por isso escrevemos SU(2);: apenas as particulas de
mao esquerda sdo carregadas sob SU(2). Claro, elétrons interagem fracamente, mas as
interacoes eletromagnéticas que eles sofrem independem de serem de méao esquerda ou
direita. O fator U(1) de SU(2)z ® U(1)y cumpre o papel de, entre outras coisas, fornecer
esse equilibrio necessario para recuperar a eletrodinamica. O Y de U(1)y representa
“hipercarga”. O Eletromagnetismo também é descrito por uma simetria U(1)gas, mas sdo
simetrias distintas.

Tal qual com o grupo SU(3)¢, também precisamos de particulas se transformando na
representacao adjunta de SU(2)z, ® U(1)y. Contudo, em geral, para manter a simetria é
preciso que estas particulas tenham massa nula, como é de fato o caso dos glions. No
entanto, para explicar os resultados experimentais, é preciso que estas particulas sejam
massivas. Eventualmente descobriu-se que isso pode ser obtido por meio da chamada
“quebra esponténea de simetria” (spontaneous symmetry breaking), que consiste, a grosso
modo, em introduzir uma nova particula que quebrard parte da simetria de SU(2),®U(1)y
de maneira dinamica: embora a teoria a principio apresente a simetria, seu estado de
menor energia nao o faz. Este processo permite obter particulas massivas e é conhecido
como mecanismo de Higgs.

De modo mais direto, o mecanismo de Higgs é uma necessidade técnica para que a teoria
eletrofraca recupere os resultados que observamos experimentalmente. Coincidentemente,
ele acaba por obter também uma forma de descrever as massas das demais particulas do
modelo padrao. Ao fazer isso, a simetria SU(2) ® U(1)y que utilizamos inicialmente é
quebrada para uma simetria menor U(1)gs, que é exatamente a que precisamos para
descrever o eletromagnetismo. Escrevemos SU(2), ® U(1)y — U(1)gm-

Dizemos entdo que o Modelo Padrao é uma teoria de gauge com padrao de quebra de
simetria dado por

SUB)c®@SU12)r, ® U(1l)y — SU3)e @ U(1) g (4.20)

Como mencionamos mais cedo, a simetria nao fixa completamente todas as propriedades
da teoria, ainda precisamos de alguns inputs experimentais. No caso do Modelo Padrao,
precisamos de 27 entradas™:

*Seguindo [41, p. 641], estamos assumindo que os neutrinos tem massa de Dirac, mas este ndo é o
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i. intensidades das interagoes forte, fraca e eletromagnética (3);
ii. massas dos quarks up, down, strange, charm, bottom e top (6);
iii. massas dos léptons carregados: elétron, mion e tau (3);

iv. massas dos léptons neutros: neutrino do elétron, neutrino do mion e neutrino do
tau (3);

v. trés Angulos de mistura e uma fase entre os quarks (4);
vi. trés angulos de mistura e uma fase entre os léptons (4);
vii. a massa do béson de Higgs (1);

viii. o valor esperado no vacuo do campo de Higgs (1);

ix. o angulo de vacuo da QCD (1);

X. a constante cosmoldgica (1).

Por um lado, com apenas estes 27 parametros podemos predizer infinitos experimentos.
Por outro, é desconfortavel que precisemos dar tanta informacado experimental. Nao
podemos prever as massas das particulas, por exemplo?

Este é apenas um dos incomodos teéricos com o Modelo Padrao. Ele também nao
possui uma explicagdo satisfatoria acerca de qual a razdo para que a carga do elétron
seja exatamente o oposto da do proton. As representagoes que precisamos para descrever
as muitas particulas do Modelo Padrdao sdo vastamente diferentes e isso também é
desconfortavel: ndo podemos organizar as particulas de um modo mais simples? E assim
por diante.

Diversas destas questoes dizem respeito a termos “estéticos”: temos a sensacao de que
pode haver uma forma mais simples de entender estas coisas do que simplesmente assumir
que sdo assim sem razao mais profunda. Por um lado, pode ser que o Modelo Padrao seja
tudo que ha. Por outro, a busca por simetrias nos permitiu prever a existéncia do €2~

Em suma, gostariamos de obter uma teoria em termos de um grupo G possivelmente
mais simples que tenha SU(3)c ® SU(2), ® U(1)y como subgrupo. Essa simetria seria
quebrada por um mecanismo de Higgs em altas energias de forma que teriamos uma teoria
se comportando como

G — SUB)e ® SU2)z ® U(L)y — SUB)e ® U(1) . (4.21)

Este mecanismo de Higgs asseguraria que as particulas adicionais necessarias seriam
massivas demais para observarmos nos experimentos que fizemos até agora. Em geral, as
particulas mais massivas que conhecemos estao na faixa de 200 MeV, mas as particulas
previstas por estas teorias estendidas poderiam ter massas muito maiores.

caso mais geral. Veja, por exemplo, as discussdes sobre o tema em [31, 53].
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Figura 10: Variacdio das intensidades de cada intera¢io com a energia (medida em unidades da
massa do bdson Z, Mz = 91.1876(21) GeV ). As intensidades denotadas sio definidas
a partir das chamadas constantes de acoplamento em analogia com a chamada

constante de estrutura fina o = % (em unidades com h =c=1). ay estd associada
com as interagées fortes, aa com SU(2)r, e ag com U(1)y.

Uma motivagdo para acreditar na possibilidade dessas teorias é o chamado fluxo das
constantes de acoplamento do Modelo Padrao. Devido a efeitos quanticos, as intensidades
das interacoes fraca, forte e eletromagnética dependem da energia em que o processo
ocorre, e podemos fazer um grafico com essa dependéncia. Ele é mostrado na Figura 10.

Vemos na Figura 10 que as intensidades das interagoes se aproximam conforme a energia
aumenta, sendo que quase se encostam para energias entre u = 10" My ~ 103 MeV e
p = 10"Myz =~ 10" MeV. Embora ndo encostem de maneira exata, as contas que
conduzem & Figura 10 assumem que nenhuma particula nova ocorre entre a escala que
conhecemos (por volta de u ~ My) e as energias muito mais altas. Com novas particulas,
é possivel que essas interagoes se aproximem ainda mais e, possivelmente, se unifiquem
num valor sé.

Essa é a ideia bésica por tras das chamadas teorias de grande unificacdo: buscar um
grupo simples G, que tenha uma tnica constante de acoplamento, e que recupere o Modelo
Padrao na faixa de energias que conhecemos.

Uma das propostas originais foi o chamado Modelo de Georgi—Glashow[16], que consiste
em utilizar uma teoria baseada no grupo SU(5). Esta é possivelmente a teoria de grande
unificagdo mais simples possivel. Contudo, ela ja foi descartada por errar uma predigao:
a meia-vida do proéton.

O préton é uma particula extremamente estavel. Porém, teorias de grande unificagao
frequentemente preveem taxas de decaimento para o préton por envolverem novas intera-
¢oes do tipo “lepto-quark”, que permitem a conversao de quarks em léptons e vice-versa.
Isso possibilita processos como p* — 7 4 e, que permitiriam um decaimento facilitado
do préton em relagdo ao Modelo Padrao.

Devido a isso, uma forma de impor limites sobre as novas teorias ¢ medindo a meia-vida
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do préton. Se soubermos que o préton demora ao menos um tempo 1" para decair, mas a
teoria prevé que ele decai mais rapido, sabemos que ela esta descartada.

O Modelo de Georgi-Glashow prevé uma meia vida na faixa de 103! anos, ou um pouco
mais. Naturalmente, ndo é conveniente olharmos um tnico préton durante 103! anos, mas
podemos também tentar olhar 103! prétons durante um ano. Isso é particularmente mais
simples, ja que pode ser feito ao encher um tanque gigante com agua, desde que esteja
suficientemente isolado para nao haver interferéncia de fenémenos astrofisicos e coisas do
tipo. Fazendo isso, o experimento Super-Kamiokande obteve que a meia-vida do proton é,
no minimo, da ordem de 103* anos[1].

Contudo, isso significa apenas que a ideia mais simples estd descartada. Ha possi-
bilidades envolvendo grupos maiores, como SO(10) e SO(32)[53], apenas para indicar
dois.

4.3 Efeitos Hawking e Unruh

Como tltimo exemplo de aplicagdo de teoria de grupos e representacgdes, vamos considerar
os efeitos Hawking e Unruh da Teoria Quantica de Campos em Espacos-Tempos Curvos.
A discussao que seguiremos é parcialmente baseada em [21, 45, 47|, porém vastamente
simplificada por mim, e este processo de simplificacdo pode ter induzido alguns erros. De
toda forma, o objetivo desta secdo é apenas dar alguma nocao geral, ndo uma abordagem
detalhada.

Consideramos anteriormente o Grupo de Heisenberg na Secao 2.3 na pagina 30. Vamos
revisita-lo agora. As nocgoes de Mecénica Quéantica que abordamos até aqui nao discutiam
particulas se movendo pelo espago, mas agora mudaremos isso. Ao considerar particulas se
movendo pelo espaco, precisamos de alguma forma de representar os observaveis associados
a posicao e ao momento. Isso pode ser feito utilizando uma representacdo do grupo de
Heisenberg para um sistema que se move em uma unica dimensdo. Na notacgdo que
utilizamos na Secéo 2.3 na pagina 30, a representacao de p é interpretada como o operador
de momento da particula e a representacdo de ¢ como o operador de posic¢ao.

Perceba, contudo, que p e q sdo elementos da algebra de Heisenberg, ndo do grupo.
Por que entdo estamos nos preocupando com o grupo de Heisenberg? A posicdo e o
momento sdo operadores ilimitados: a grosso modo, podemos a particula pode estar numa
posicao arbitrariamente grande, ou com momento arbitrariamente grande. Esse tipo de
comportamento traz dificuldades matemaéticas, e acaba sendo mais conveniente lidarmos
com a forma exponenciada desses operadores. Ou seja, com o grupo de Heisenberg.

Podemos também generalizar o grupo de Heisenberg para casos em mais dimensdes.
Como cada direcao é independente, esperamos ter [¢;, pj] = id;; como sendo os Uni-
cos comutadores que ndo se anulam. Isso pode ser obtido generalizando a construcao
unidimensional que fizemos anteriormente.

Exercicio 77:
Mostre que H,,, o grupo de Heinsenberg em n dimensoées definido por

H, = {h(a,b,c);a € R",b € R" c € R}, (4.22)
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é um grupo sob o produto

h(a,b,c)h(a’,b,) = h(a+a ,b+b,c+ +a-b), (4.23)
e que a identidade é dada por h(0,0,0). Qual o inverso de h(a,b,c)? B¢
Exercicio 78:

Convenca-se que os elementos de H, podem ser escritos em termos de matrizes
(n+2) x (n+2), por exemplo ao analisar o comportamento de Ho. BY

Como mencionamos, sabemos que as relagbes de comutagio da algebra de Heisenberg
em n dimensodes, b, devem ser dadas por

[gi, pj] = id;5h, (4.24a)
[9i, ] = 0, (4.24b)
[pi pj] =0, (4.24c)
g, ] = 0, (4.24d)
[pi, i] = 0. (4.24e)

Exercicio 79:
Convenga-se de que as relagoes de comutagao de b, sdo as dadas na Eq. (4.24), por
exemplo ao analisar o caso n = 2. YK

Como desejamos trabalhar com o grupo de Heisenberg, é conveniente obtermos
as relagoes de comutacdo que ele satisfaz. Em contextos um pouco mais gerais, elas
sao conhecidas como relagoes de Weyl, mas aqui seguimos [21] por simplicidade e as
chamaremos de relagées de comutacao exponenciadas.

Exercicio 80:
Sejam ¢;, pj e h os geradores do grupo de Heisenberg em n dimensdes. A partir de
suas relages de comutacao, dadas em Eq. (4.24), mostre que as expressoes

U5 pitP; — e*isth&;jeitpjeisqi’ (4.25a)
ei5%i ity — itd gisd (4.25b)
eiPigitPi — itP; gispi (4.25¢)
eistigith — ithgisai (4.25d)
oispi gith _ ith isp; (4.25¢)

valem para todo s,t € R. Sugestao: utilize a Eq. (4.23). X

Uma preocupagao que podemos ter é que, se um sistema quantico é obtido a partir
de representagoes do grupo de Heisenberg, o que ocorre se houverem representacoes
inequivalentes? Qual delas de fato descreve o sistema? Por sorte, para o caso de sistemas
com um numero finito de graus de liberdade (por exemplo, sistemas com um ntimero
finito fixo de particulas se movendo em trés dimensoes), essa questao é solucionada pelo
chamado Teorema de Stone—von Neumann. O enunciamos a partir das formulac¢des de
[21, 47].
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Teorema 22 [Stone—von Neumann]:

Sejam (H, p) e (H', p') representagoes irredutiveis, unitdrias e fortemente continuas
do grupo de Heisenberg em n dimensdes. Entdo existe uma transformagdo unitdria
U:H — H tal que Up(g)U ' = p/(g) para todo g € H,. O

Como consequéncia da existéncia de um mapa unitario, qualquer representagdo que
tomarmos terd as mesmas probabilidades. Assim, todas as possibilidades fornecem as
mesmas consequéncias fisicas.

Porém, isto vale apenas para sistemas com uma quantidade finita de graus de liberdade.
A Fisica de Particulas, no entanto, funciona com base na chamada Teoria Quéntica de
Campos, que requer um numero infinito de graus de liberdade. Isto significa que ao buscar
uma Teoria Quéantica de Campos, podemos ter diferentes formulagoes. Como obter a
formulagao correta?

Ha uma forma de “adivinhar” uma teoria adequada nos casos em que o espago-tempo
é estacionario. Em Relatividade Geral, o espago-tempo ser estacionario significa que
0 espaco-tempo possui simetria de translacdo temporal. Ou seja, ele tem “a mesma
aparéncia” a todo instante. Nessa classe de espacos-tempo, é possivel obter uma nocao de
energia® e podemos a utilizar para escolher um espaco de Hilbert preferido.

A partir da evolugao temporal da teoria classica que desejamos quantizar, podemos
obter uma nogao de energia que sera transposta para a teoria quantica. Por exemplo, se
partimos de um oscilador harménico com

2 2
p mwq
E=— 4.26
5 Ty (4.26)
teriamos uma nocao de energia dada por

5 _ P(p)? | mwp(q)®
H= . 4.27
2m + 2 ( )

Podemos entao impor que o valor esperado de H na teoria quantica seja compativel com a
nocao de energia classica que temos devido as simetrias do espago-tempo[6]. Isso permite
definir a teoria de maneira Unica e, para o caso em que o espago-tempo é plano, recupera
o que j4 utilizamos em Fisica de Particulas, por exemplo!.

Ao seguir este procedimento, obtém-se ao final um espaco de Hilbert comumente
chamado de espago e Fock. O espago de Fock é dado pela expressao

F=COHOHsH) D HRsHRsH)D -, (4.28)

*Na auséncia de uma simetria de translacao temporal, ndo hé conservagao de energia — a nocao de
conservagio de energia advém do chamado Teorema de Noether (veja, por exemplo, [3, 33]) que requer a
existéncia de uma simetria de translagdo temporal para valer. Como um exemplo invertido (ou seja, que
a auséncia de conservagio de energia implica que ndo hé simetria de translagio temporal), perceba que
medir a amplitude de um péndulo com atrito em um instante ou algum tempo depois fornece resultados
distintos. Em particular, o Big Bang quebra a simetria de translagdo temporal do Universo como um todo,
e por consequéncia a energia do Universo como um todo ndo é conservada.

tO Modelo Padréo da Fisica de Particulas é construido na auséncia de gravidade, visto que as interacdes
gravitacionais sdo despreziveis para os experimentos que temos atualmente.
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onde ®g denota o produto tensorial simetrizado®. Assim, um estado genérico de F tem a
forma

(6,6%,€%,¢%, ). (4.29)

Podemos interpretar cada entrada como correspondendo aos estados correspondendo
a diferentes quantidades de particulas. H é o espago de Hilbert para uma tnica particula,
H ®s H é o espago de Hilbert para duas particulas, e assim por diante. Um estado
genérico de F pode descrever criacao e aniquilagdo de particulas. Veja, porém, que a
nocao de particula que temos decorre explicitamente da construgdo que fizemos a partir
das simetrias do espaco-tempo. Como consequéncia, é interessante estudarmos o que
acontece quando tomamos diferentes nogoes de simetria no espago-tempo.

Como primeiro exemplo, vamos considerar o efeito Unruh, que ocorre no espago-tempo
de Minkowski. A principio podemos tomar a nocao de tempo advinda dos observadores
inerciais, que corresponde a noc¢ao de tempo associada as translagées temporais do grupo
de Poincaré. Esta é a nocdo de tempo que utilizamos, mesmo que as vezes de maneira
implicita, na Fisica de Particulas, por exemplo. Vamos denotar o vacuo desta nocao de
particulas como |0),,, chamado vicuo de Minkowski. Para os observadores inerciais, este
estado corresponde a auséncia de particulas.

Porém, podemos fazer uma escolha diferente de nogao de tempo. Consideremos a
forma como os boosts de Lorentz numa direcao particular — x, por exemplo — afetam os
eventos no espaco-tempo. Isto estd ilustrado na Figura 11 na proxima pagina. Vemos que
0s boosts tomam cada ponto do espaco-tempo e os levam a uma nova posicao ao longo de
uma hipérbole. Esse movimento nos permite dividir o espago-tempo em quatro “cunhas”
de acordo com as regides em que as hipérboles se degeneram em linhas (desenhadas em
verde).

Consideremos o que ocorre nessas quatro cunhas. Em 111 e IV, as hipérboles estao
praticamente horizontais: elas descrevem movimento espaciais. Certamente esse tipo de
transformagcao nao se assemelha a uma translagdo temporal. Em I e 11, no entanto, elas
se encontram aproximadamente verticais. Nessa regido, as transformacoes se comportam
da mesma forma que uma translacdo espacial. Na verdade, pode-se mostrar que elas
correspondem exatamente & no¢ao de tempo experimentada pelos observadores que se
movem com aceleracido constante. Assim, se restringirmos nossa atencao apenas & regiao
I, por exemplo, podemos obter uma nocao de particula diferente. O vacuo assim obtido,
que denotaremos por |0);, é chamado de vicuo de Rindler.

Na regiao I entdo temos duas nocoes distintas de particulas: a fornecida pelo vacuo
de Minkowski, que é a visualizada por observadores inerciais, e a fornecida pelo viacuo de
Rindler, visualizada por observadores acelerados. Podemos entender essas duas nogoes de
particulas como sendo representacoes distintas do grupo de Heisenberg. Podemos entéo
nos perguntar: como os observadores acelerados enxergam o vacuo de Minkowski? Em

*A escolha de simetrizagdo vale para bésons. Para férmions, devemos escolher a antissimetrizagao.

TA rigor, em geral trabalha-se com a chamada &lgebra de Weyl, que é uma estrutura mais elaborada
que o grupo de Heisenberg. Para nossos propoésitos ilustrativos, no entando, pensar no grupo de Heisenberg
é suficiente.
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Figura 11: Acdo dos boosts de Lorentz na direcio x sobre 0s eventos no espaco-tempo de Minkowski.
O tempo corre na vertical e o eixo horizontal denota a posicio x. As coordenadas y e
z estdo suprimidas. Note que o efeito do boost € mover os pontos do espaco-tempo ao
longo de hipérboles. Essa movimentagdo separa o espago-tempo em quatro “cunhas”
e em uma delas, I, a transformagdo dos boosts ocorre de maneira andloga ao que
se esperaria de uma translacdo temporal. Podemos interpretd-la como a translacao
temporal observada pelos observadores uniformemente acelerados.

outras palavras, quando os observadores inerciais ndo veem particula alguma, o que veem
os observadores acelerados?

Por mais surpreendente que isso seja, pode-se mostrar que os observadores acelerados
veem o vacuo de Minkowski como permeado por um banho térmico de particulas com
temperatura dada por[47, Cap. 5]

ah

= 4.30
27['C]€B’ ( )

onde h é a constante de Planck normalizada, ¢ a velocidade da luz, kp a constante de
Boltzmann e a a aceleracao do observador sendo considerado.

Exercicio 81:
Qual a temperatura de Unruh sentida por um observador se movendo com aceleracao
constante ¢ = 1 ms™27? BY

Apesar da detecgao experimental do efeito Unruh ser extremamente dificil devido a
sua pequeneza, pode-se argumentar que a confiabilidade de sua existéncia é tao grande
quanto a confiabilidade da Teoria Quéntica de Campos em si[35, 44]. Mais fortemente, o
efeito Unruh pode ser relacionado a radiacdo de Larmor, uma previsdo da Eletrodindmica
Classica, e assim obter uma confiabilidade ainda maior acerca de sua existéncia[12].

A seguir, podemos considerar o colapso gravitacional de uma estrela em um buraco
negro, um processo ilustrado na Figura 12 na péagina seguinte. Vamos abordar o problema
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Figura 12: Ilustracdo do colapso gravitacional de uma estrela esfericamente simétrica em um
buraco negro, baseada em [45, Fig. 6.12]. Em nossa versao simplificada, a estrela
comega em um estado estaciondrio (simétrico por translagio temporal), passa por
um processo de colapso em que ndo hd simetria e, a sequir, assenta-se em um novo
estado estaciondrio, onde o espago-tempo agora apresenta um buraco negro. Como €
comum em Relatividade, o tempo corre para cima, enquanto a horizontal representa
0 espago.

aqui de maneira simplificada®: assumimos que a estrela é esfericamente simétrica e,
ademais, assumimos que o espago-tempo é estacionario algum tempo antes e algum
tempo depois do colapso gravitacional ocorrer. Em outras palavras, comecamos com
uma estrela esfericamente simétrica em uma situagdo simétrica por translagdo temporal.
Eventualmente, ocorre um colapso, durante o qual ndo ha simetria de translagdo temporal.
Apbs o colapso, temos um buraco negro esfericamente simétrico e voltamos a uma situacao
com simetria de translacao temporal.

Desta vez, comecamos com uma noc¢ao de particulas da “era da estrela”, com vicuo
|0);,- Apds o colapso, temos uma nova nocao de particula, pois temos uma nova nogao
de tempo que nao necessariamente coincide com a que havia antes do colapso. Assim,
obtemos um vécuo |0) .. A questdo desta vez é: se temos um observador no infinito, que
estd olhando para a estrela e vendo o vicuo (ou seja, ndo vé particulas), o que ele vé apds
o colapso gravitacional? Mais uma vez, o observador vé um banho térmico de particulas,

*Para alguns dos trabalhos histdricos sobre o assunto, que também apresentam consideragdes sobre
casos mais realistas, veja [24, 25, 46].
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desta vez com temperatural47, Cap. 7]

A3h

R — 4.31
StGMkg’ (4.31)

onde ¢, h e kp sao definidos como antes, G é a constante da gravitacdo universal e M é a
massa do buraco negro. De maneira simplificada, isto é o chamado efeito Hawking.

Estes dois efeitos os permitem observar uma aplicacio extremamente fora do comum
de como as no¢des de representacio ocorrem em Fisica. E vélido reiterar neste ponto
que o que estamos observando é, essencialmente, que em diferentes condi¢bes temos
representagoes preferenciais distintas do grupo de Heisenberg, que estao dando origem a
nocoes de particulas distintas. Naturalmente, isso levanta uma indagacdo: o que é, entéo,
uma, particula?

4.4 Particulas e o Grupo de Poincaré

A visdo moderna da Fisica de Particulas possui uma definicdo direta para o que é uma
particula: uma particula é uma representagao irredutivel do grupo de Poincaré. Faremos
aqui apenas uma breve discussao sobre o assunto, inspirada em [37]. Discussoes um pouco
mais profundas que a nossa podem ser encontradas em [45, Cap. 13.1] e [50, Cap. 2.5].

Ja sabemos que sistemas quanticos devem carregar representacoes do grupo de Poincaré,
pois é preciso que tenham uma forma de “refletir” transformacoes de simetria feitas sobre
o sistema. Essas transformagoes preservam certas quantidades, como a massa e o spin ao
quadrado das particulas. Assim, é conveniente usarmos esses tipos de quantidades para
classificar as representacoes do grupo de Poincaré.

Wigner mostrou que, a grosso modo, a massa e o spin sao suficientes para fazer essa
classificacao®. Oras, essas sdo essencialmente as propriedades basicas que uma particula
elementar tem: sabendo sua massa e seu spin, sabemos essencialmente qual é a particula
a qual nos referimos. Claro, podemos precisar de alguma informacdo a mais quando
consideramos a existéncia de simetrias internas como as do Modelo Padrao (o féton e o
glion sao particulas de spin 1 com massa nula, mas possuem propriedades diferentes sob
transformagoes de SU(3)., por exemplo), mas ainda a nogdo do grupo de Poincaré ainda
é o0 que nos determina a nocao essencial de particula.

Contudo, a simetria de Poincaré s6 tem algum significado marcante na auséncia de
gravidade. O espago-tempo de Minkowski apresenta esta simetria, mas espagos-tempos
mais gerais podem ser muito mais complexos. Nestes contextos, a propria nocao de
particula que temos é perdida, visto que o grupo de Poincaré nao faz mais sentido.

Contudo, isto ndo é um problema: o formalismo matematico que utilizamos para
descrever particulas elementares é a chamada Teoria Quéantica de Campos, ndao Teoria
Quéntica de Particulas. Apesar de ter-se tentado obter uma descri¢do da realidade em
termos de particulas, descobriu-se que isso nao é possivel se desejarmos satisfazer os
principios basicos da Mecénica Quéantica e da Relatividade Restrita ao mesmo tempo. Ao

*Estamos ignorando alguns detalhes, pois assumimos, por exemplo, que estamos lidando apenas com
estados de energia positiva. Veja [17, 37, 45, 50] para mais detalhes.
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invés disso, é preciso introduzir novas entidades, que chamamos de campos, que passam a
exercer o papel fundamental na teoria.

No caso do espago-tempo de Minkowski, é possivel obter uma interpretacao de parti-
culas como excitagoes desses campos quanticos, e por isso utilizamos o termo “Fisica de
Particulas”. Quando a gravidade pode ser desprezada e estamos interessados apenas em
referenciais inerciais, que é frequentemente o caso de interesse em Fisica de Particulas,
temos a simetria de Poincaré a nossa disposi¢do. Isso nos permite ter uma nocao de tempo
e realizar a construcdo que esquematizamos na secdo anterior: obtemos uma representacao
preferencial do grupo de Heisenberg (ou da algebra de Weyl, se quisermos ser mais precisos)
que permite obter uma interpretacao de particulas.

Em casos mais gerais, contudo, isso nao estd disponivel. Somos estéo forcados a admitir
que o Universo é descrito em termos de campos quanticos, ndo em termos de particulas.
Isto nos conduz a descri¢cbes mais abstratas e que por vezes envolvem construcoes mais
técnicas de um ponto de vista matematico. Por exemplo, ao invés de formular a teoria
quantica em termos de espacgos de Hilbert, ela é formulada em termos de uma algebra
2 que inclui o grupo de Heisenberg e permite descrever ao menos parte dos observaveis,
sendo os estados definidos como fungdes lineares w: A — C, ou seja, sdo entendidos
exatamente como fung¢oes que “comem” um observavel e “cospem” seu valor esperado.
Essa abordagem, conhecida como abordagem algébrica (algebraic approach), permite obter
uma descricdo de como efeitos quanticos podem ocorrer em espagos-tempos curvos mesmo
quando nao temos simetrias suficientes para obter nog¢oes de particulas. Escolhendo um
estado, é possivel recuperar uma formulacdo em espaco de Hilbert por meio de uma
representacao da dlgebra conhecida como representacio GNS (Gelfand—Naimark—Segal).
Para um estado “bem-comportado”, essa representagao é isomorfa a que permite uma
interpretagdo de particulas. Neste caso, o estado escolhido faz o papel de vicuo (as
hipdteses de ‘bom comportamento” se referem precisamente ao estado ser compativel com
as nogoes do que é um estado de vicuo).

Em suma, a licdo que tomamos destes iltimos paragrafos é que a formulagao que de
fato temos da realidade é consideravelmente abstrata e fundamentalmente composta por
campos, ndo particulas. Isto esclarece os efeitos Unruh e Hawking: particulas sdo nog¢oes
que dependem da presenca de certas simetrias para serem definidas, e portanto escolher
simetrias diferentes nos levard a nocoes diferentes de particulas. A realidade fundamental
segue sendo a mesma, descrita em termos de campos, nao particulas.

Além disso, a licdo que tomamos destes ultimos capitulos é a vasta aplicacdo e impor-
tancia de conceitos de simetria em Fisica. Comegamos discutindo algumas propriedades
sobre rotagoes e, apés algum tempo, nos encontramos aplicando estes mesmos conceitos
aparentemente simples a contextos muito mais vastos e profundos que a Mecéanica Classica.

Toto, I have a feeling we're not in Kansas anymore.

Dorothy (Judy Garland) in The Wizard of Oz.
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