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Introdugdo

Estas sdo as notas de aula para um minicurso ministrado virtualmente aos estudantes
de graduacao do Instituto de Fisica da Universidade de Sdo Paulo durante as férias de
inverno do ano de 2020. Elas sdo uma introdugéo as formulag¢oes Lagrangeana e Hamilto-
niana da Mecénica Classica e incluem uma breve introdugdo a equagdo de Hamilton-Jacobi.

O texto assume conhecimento de Mecinica Newtoniana béasica e familiaridade, técni-
cas do Célculo Diferencial e Integral em uma varidvel e um pouco sobre Célculo Diferencial
de vérias varidveis. Em diversos pontos serdo utilizados conceitos matematicos mais avan-
cados que estes, mas que — caso eu tenha sido bem sucedido na redagdo — estdo explicados
de maneira suficientemente bem para a sua aplicagdo em Fisica.

Apesar do nome “Mecanica Classica”, a inten¢do do curso é que seja um curso de
Fisica Teérica como um todo, utilizando a Mecanica como meio, e ndo fim. Por isso, em
diversos pontos sdo mencionadas aplicagdes dos resultados a outras dreas, comparagdes
com resultados de outras areas, introduzidos conceitos de disciplinas que espera-se que
os alunos ndo tenham estudado, e assim por diante.

Por exemplo, os requisitos assumidos nado incluem familiaridade com o Teorema de
Gauss. O fato do Teorema de Gauss ocorrer no decorrer do texto ndo é meramente
acidental, mas sim uma forma de antecipar aquilo que os estudantes encontrardo em
breve em sua formacdo. Sendo este um curso de inverno, acredito que facilitar o estudo
das disciplinas formais que estdo por vir € algo positivo a ser feito.

A mesma visdo de preparar o estudante para o que esta por vir motiva a apresentacdo
de temas pouco usuais em cursos introdutérios de Mecanica (a0 menos para os padrdes
do IFUSP), como o grupo de Galilei, o Teorema de Noether e a nogdo de teoria efetiva.
Estes assuntos permitem desde ja uma compreensdo mais profunda acerca da Mecanica
Classica e permitem que o estudante passe a perceber o papel central que as nogdes de
simetria e teoria efetiva possuem na Fisica contemporanea.

Por fim, o texto estd recheado de exercicios, e existem alguns exercicios extras sepa-
rados ao final de cada segdo, além de uma coletanea final no Apéndice C. Alguns sdo
estrelados, embora ndo me lembre qual era a convengdo inicial que tinha sobre as es-
trelas. Eram estes os exercicios importantes ou os desafiadores? Sendo os desafiadores
certamente importantes, decidi que as estrelas denotariam os importantes. Recomendo
fortemente que o leitor faca tantos dos exercicios quanto possivel. Cito, tal qual [38], um
trecho do poema Cantares, de Antonio Machado:

Caminhante, sdo tuas pegadas
o caminho e nada mais;
caminhante, ndo hd caminho,
se faz caminho ao andar.



Aproveito, para deixar o devido reconhecimento aqueles que o merecem. O presente
texto tem pouco, ou talvez nada, de material realmente original. As principais fontes do
texto foram [26, 27, 29, 47, 50], e uma lista mais completa estd disponivel na Bibliografia.

Deixo ainda meus agradecimentos a todas as pessoas que me auxiliaram e incentiva-
ram na confecgdo deste texto. Diversos colegas demonstraram entusiasmo com o curso
e contribuiram com sugestdes de assuntos a serem cobertos (as vezes depois de eu ter
perguntado explicitamente “Quais dreas da Fisica te interessam?”), correcdes de diversos
tipos, e assim por diante. Em especial, deixo meu agradecimento a meu amigo Pedro
Henrique Trajano Lemos Tredezini ndo s6 por ter me apoiado ao longo da escrita destas
notas, mas também por as ter lido e apontado problemas, dado sugestdes de melhorias
e me auxiliado a resolver as davidas e complica¢des bizarras que surgiram ao longo do
processo. Espero poder retribuir o favor em breve.

Finalmente, comentérios, dtividas, criticas e sugestdes sdo muito bem vindas, e podem
ser enviadas para alves.nickolas@alumni.usp.br.
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1 Mecéanica Lagrangeana

1.1 Coordenadas Generalizadas

Uma grande variedade de sistemas fisicos pode ser descrito por um conjunto finito de
fungées do tempo (q1(t),...,qa(f)), que cumprem o papel de coordenadas do sistema.
O movimento de um projétil sob a agdo de um campo gravitacional constante pode ser
descrito em termos de coordenadas cartesianas (x(t),y(t),z(t)); o movimento de um
planeta em torno de uma estrela pode ser descrito em termos de coordenadas polares
(r(t),¢(t)); o movimento de um péndulo em trés dimensdes pode ser descrito em termos
de coordenadas esféricas (r(t), ¢(t),0(t)).

De maneira mais geral, ao trabalhar em trés dimensdes espaciais na auséncia de vincu-
los, podemos descrever as posigdes de N particulas pontuais por meio de 3N coordenadas.
Neste caso, dizemos que o sistema tem 3N graus de liberdade. Essas coordenadas para-
metrizam um espaco 3N-dimensional conhecido como espago de configurac¢des, C. Cada
conjunto de posi¢des (41, . - .,q3N) representa uma configuragdo, i.e., um ponto no espago
de configuragdes. A evolugdo temporal das coordenadas (41, . . .,43n) da origem a curvas
(q1(t),...,g3n(t)) no espago de configuragdes, que sdo parametrizadas pelo tempo ¢.

Suponhamos que a dindmica do movimento de N particulas, possivelmente sob a
acao de forgas externas, seja descrita por um potencial V(ry, ..., r,, f). Entdo as equagoes
de movimento do sistema sdo dadas pela Segunda Lei de Newton

oV

_aixil (1‘1)

mijc'z- =
onde m; representa a massa da particula associada a coordenada x;. Assumimos aqui que
as coordenadas x; sdo as coordenadas cartesianas no espago tridimensional.

Se o potencial V é conhecido, entdo toda a dindmica do sistema é conhecida e o
movimento pode ser determinado ao integrar o sistema de equagdes determinado pela Eq.
(1.1). Contudo, por ser um sistema de 3N equagdes diferenciais de segundo grau, a solugdo
do sistema é determinada a menos de 6N constantes de integragdo: duas para cada equagao
integrada. Por isso, fornecemos condi¢des iniciais (r1(0),...,rn(0),#1(0),...,in(0)) para
que a solucao seja tnica.



Do ponto de vista do espago de configuragdes, isto significa que se é dado um ponto
(x1(0),...,x3n5(0)) € C e velocidades iniciais (x%1(0), ..., ¥3n5(0)), o potencial V determina
as curvas (x1(f),...,x3n(t)) representando a evolugdo temporal do sistema.

Contudo, nem sempre é preciso lidar com 3N coordenas. Diversos sistemas podem
apresentar vinculos: restricdes aos valores que as coordenadas podem assumir que res-
tringem os graus de liberdade do sistema. Por exemplo, um péndulo esférico tem seu
movimento restrito a condigdo de que x> + y* + z? = I? para algum [ > 0: 0 comprimento
do péndulo. Em coordenadas esféricas, esta condi¢do se traduz em r(t) = I, onde r repre-
senta a coordenada radial. Podemos entdo descrever o movimento do péndulo em termos
apenas das coordenadas angulares ¢ e 6.

Note que o vinculo presente no problema do péndulo esférico tem a forma ¢(g,t) = 0,
onde g = (4q1,...,43n) é uma notagdo preguicosa para a cole¢cdo das coordenadas do
sistema. Nem todos os vinculos tém essa forma. A condig¢do para que uma particula se
mantenha dentro de uma caixa ctibica de lado L, por exemplo, é dada em termos das
desigualdades

O0<x<L,
O<y<lL,
0<z<L.

Vinculos que podem ser expressos na forma

¢(g,t) =0 (1.2)

para alguma escolha de coordenadas g sdo ditos holonémicos. Naturalmente, os vinculos
que ndo sdo holondmicos sdo ditos ndo-holondmicos. Outra defini¢do equivalente é que
um vinculo é ndo-holonémico quando pode-se mover o sistema de uma configuragdo
qualquer a outra configuragdo qualquer sem que o vinculo seja violado. Desta vez, um
vinculo holonémico é aquele que nédo é ndo-holonémico.

Exercicio 1:
Reflita sobre a equivaléncia destas defini¢Ges. !

Vinculos holonémicos simplesmente restringem a regido do espago de configuragdes
que é acessivel as particulas: o péndulo ndo pode mais explorar regides do espaco de
configuragées com v > lour < [.

Um sistema holondémico é um sistema fisico cujos vinculos sdo todos holondmicos.

Exercicio 2:
Uma bola que rola sem deslizar sobre uma mesa é um sistema holondémico? M

Para um sistema holonémico, é possivel obter um conjunto de coordenadas q =
(q1,---,9n) chamadas coordenadas generalizadas tais que

i. aconfiguracdo do sistema é determinada a qualquer instante sem ambiguidade pelas
coordenadas g;



ii. os vinculos do sistema sdo satisfeitos identicamente quando expressos em termos
das coordenadas g.

As derivadas temporais 4, . . ., §, d4-se 0 nome de velocidades generalizadas.

Para um sistema de N particulas sujeito a p vinculos holonémicos ¢;(ry, ..., N, t) =
0,1 <i < p, apenas n = 3N — p coordenadas podem ser mutuamente independentes.
Portanto, o sistema tem ndo 3N, mas apenas 1 graus de liberdade.

Para um sistema com n graus de liberdade, a evolugado serd determinada por n equagdes
diferenciais de segunda ordem que devem ser suplementadas por informacgao adicional
que em geral vem na forma de 2n condigdes iniciais. Mas por que deveriamos nos ater a
condigdes iniciais?

Por um ponto de vista puramente matematico, nosso objetivo ndo diz respeito a
predizer o futuro de uma particula a partir de seu estado atual, mas sim resolver n
equagoes diferenciais de segunda ordem. Isso ndo demanda 2n condig¢des iniciais, apenas
2n constantes de integracdo. Ao invés de delimitar a posicdo inicial e a velocidade inicial
de cada particula, podemos, por exemplo, considerar um problema de fronteira: se no
instante t; as particulas se encontram na conﬁguragéo q(t1) e no instante f, se encontram
na configuragdo q(t;), qual a configuragdo num instante de tempo arbitrario #?

Figura 1. Diversas possiveis trajetorias apresentam a configuracdo ¢(#;) no instante ¢ e a configu-
ragdo g(f;) no instante t. Apenas uma delas € a trajetéria real 4(t), e as demais podem ser escritas
na forma g(t) 4 dq (t), com dq (t1) = dq (t2) = 0.

1.2 O Principio de Hamilton

Ha diversos possiveis caminhos que apresentam a configuragdo 4(t1) no instante t; e a
configuragdo q(t2) no instante t,. Sabemos* que apenas um destes pode ser o caminho

xSabemos? [34] é uma excelente discussédo sobre a fundamentalidade da nogéo de causalidade, e fornece
um exemplo em Mecanica Classica de um sistema fisico com mais de uma possivel solugao.



real, que denotaremos por g(t). Podemos representar as demais trajetérias na forma
q(t) + 6g (t), onde g (t) denota uma variagdo do caminho real g(t). Como todos os
caminhos comegam e terminam nos mesmos pontos, vale que ¢ (1) = ég (t2) = 0. Isto é
representado na Figura 1.

Principio de Hamilton:

Seja um sistema mecanico holondmico descrito por uma fungéo Lagrangeana L(q, §, t).
O movimento real descrito pelo sistema no espaco de configuracdes é aquele que torna
estaciondrio o valor da acdo

Slq] = / : L(q,4,t)dt (1.3)

ty
mantendo fixadas as configura¢des nos instantes f; e t5.

E valido mencionar que o Principio de Hamilton é frequentemente chamado de Prin-
cipio de Minima Agdo na literatura. Contudo, a agdo ndo precisa ser minimizada na
trajetéria real: apenas é necessario que ela seja estaciondria, i.e., a variagdo /S na agdo
devido a pequenas variagdes dq na trajetéria real q(t) é de ordem quadratica em J5. Como
a acdo é um funcional, a no¢do de “estacionaridade” pode soar um pouco confusa. O
andalogo para funcdes reais € a exigéncia de que % =0.

Isto ndo nos deu muita informagdo. O que seria uma fun¢do Lagrangeana, e o que
significa dizer que o sistema é por ela descrito? Ademais, de onde vem este Principio?

Tal qual o potencial capturava a dindmica de sistemas mecanicos na formulagdo New-
toniana, a Lagrangeana descreverd completamente a dindmica e cinematica dos sistemas
mecanicos nesta nova formulacdo. Por ora, ndo sabemos como expressar a Lagrangeana
de um dado problema fisico, mas descobriremos isso em breve.

Tornemos nossa atengdo para a motivagdo para o Principio de Hamilton. Nao a
proveremos. Aqui tomaremos o Principio de Hamilton como um postulado fundamental
da teoria, que ao fim do dia serd justificado pelo fato de que seremos capazes de recuperar a
descricdo Newtoniana (de fato, as descri¢des sdo completamente equivalentes nos sistemas
que descrevem) e por haver compatibilidade com os dados experimentais. Isso ndo é
diferente de postularmos que F = ma, e em verdade é frequente na Fisica que se postule
leis fundamentais com base na concordancia de suas previsdes com o que é observado
experimentalmente.

Aqueles que insistem que o Principio de Hamilton deve ser derivado da Mecanica
Newtoniana, recomendo a leitura de [29].

Antes de analisarmos qual a forma especifica da Lagrangeana, vamos estudar como o
Principio de Hamilton determina o movimento do sistema.

Sabemos que a trajetdria real g(f) é tal que a agdo é estacionadria, i.e., a varia¢do da a¢do
devida a pequenas altera¢des dq () na trajetéria é nula. Em simbolos,

t

t
55:/2L(q+(5q,q+(5q,t)dt—/ZL(q,q,t)dt:0. (1.4)
t t

1 1



Notamos que d4; = dt , para cada componente i das coordenadas. Isso ndo se deve
a uma defini¢do, mas sim ao fato que as variagdes dq; (t) ocorrem sempre em tempo fixo,
como retratado na Figura 1: a trajetdria alterada é sempre q(t) + 6g (t), ndo q(t) + dq (¢').
Como as variagdes dg; e d; sdo pequenas, podemos escrever

n

N
L(q+06q,4+04,t) =L(q,4,t) Z (0:0:8) 00 () + 504, 0q; (1) (15)
1

Assim, a condigdo de que 6S = 0 se torna

ty ] " ToL ) oL . . .
/t L(g.d4.t) + ) [aqi (9,4,£) 80, (£) + 5.-(9,4.5) 64, (1) | — L(g,4,5)dt =0,
1 1

i=1
n, k3L oL
= \Yy, .,t 51 t +7. ’ ',t 5.1 t dt:(). (1.6)
;/tlaqi(qq)q() 5, 14194, (1)

Podemos integrar o segundo termo por partes e obter que (omitindo, por simplicidade,
os argumentos das fungdes)
= 9L oL oL . 1"
; oq;dt + [ 1) ] = 0. 1.7
Z/t 3, 07 <8q) hEE |5 %), (17)
Haviamos requerido que as configuragdes sdo mantidas fixas nos instantes t; e t,.

Logo, dq (t1) = éq (t2) = 0, 0 que faz com que o termo fora da integral (chamado de termo
de superficie) se anule. Isto nos deixa com

f2 oL
L, [ alaR) oo "

A Eq. (1.8) hd de valer para quaisquer dois instantes t; e t; e para varia¢des arbitrarias
(embora pequenas) dg. Logo, é preciso que valha que

oL d /oL
(i) =0 ()

As equacdes na Eq. (1.9) sdo conhecidas como Equagdes de Euler-Lagrange. Dada
uma Lagrangeana, elas fornecerdo as equagdes de movimento do sistema fisico.

Mesmo antes de conhecermos a Lagrangeana de qualquer sistema fisico, ja podemos
obter algumas conclusdes sobre suas propriedades.

Suponhamos que um sistema fisico seja descrito por uma Lagrangeana L(q,4,t) e
outro sistema fisico seja descrito por L'(q,4,t) = L(q,4,t) + £ f(q,t) para alguma fungéo
suficientemente diferencidvel f. Entdo notemos que

t
S’:/ZL/(q,q,t)dt,
t
1t2 | 4
— [“L@an+ @ nd,
f

= [" L@ 4.4+ Flala) ) - flatt) ),
=S+ f(q(t2), t2) = f(q(tr), 1), (1.10)



i.e., as agoes S e S’ diferem por uma constante. Assim, ao variar a trajetéria g(t) mantendo
fixas as configuragdes em t; e t, teremos que 65 = 0S’. Logo, uma trajetdria satisfaz o
Principio de Hamilton para a agdo S se, e somente se, o satisfaz para a acdo S’. As duas
Lagrangeanas sdo na verdade equivalentes e descrevem precisamente a mesma dinamica.

Consideremos ainda dois sistemas isolados do restante do Universo descritos por
Lagrangeanas L; e L. Se os dois sistemas ndo interagem entre si, a Lagrangeana do
sistema completo ha de ser L; 4 L, para que as Equagdes de Euler-Lagrange valham de
maneira independente para cada sistema, visto que cada um dos dois sistemas pode ser
visto como um sistema isolado. Assim, a Lagrangeana (e portanto a agdo) é aditiva.

Para determinar a Lagrangeana de um sistema de particulas, procederemos impondo
condic¢Oes de simetria. Isso requer que prestemos atencdo a estrutura de simetrias da
Mecanica Classica.

1.3 O Grupo de Galilei

Para que possamos descrever sistemas Mecanicos, somos forgados a escolher de maneira
arbitraria um referencial a partir do qual faremos as medi¢des de nosso interesse. Se per-
mitirmos que a escolha de referencial seja completamente arbitréria, teremos dificuldade
em lidar com a teoria. Ao fazer uma curva em um carro, percebemos que somos puxados
para o exterior da curva, e trabalhar no referencial do carro em movimento nos forgaria a
considerar este efeito na dindmica. Em compensacdo, o referencial de alguém que observa
o carro da rua ndo necessita de tal efeito.

Por sorte, sempre podemos tomar um referencial em que valham a homogeneidade
e isotropia do espago e do tempo. Um tal referencial é conhecido como um referencial
inercial.

Homogeneidade significa que todos os pontos estdo em pé de igualdade. No caso
espacial, significa que o mundo ndo possui uma origem preferida, e portanto podemos
colocar a origem do nosso sistema de coordenadas em qualquer lugar. As posi¢des r; e 12
de duas particulas isoladas do restante do Universo ndo tem significado fisico intrinseco:
é sua diferenga r; — 1, que tem.

Isso ndo significa que r; e r; ndo podem aparecer nas equagdes de movimento, apenas
que a dindmica deve depender de diferencas de posicdes, e ndo dos valores especificos
das posigdes. Do contrério, o Universo teria um local predileto para chamar de origem:
aquele em que os valores das posi¢des entram nas equagdes de movimento. Como nao
observamos algo do tipo, assume-se que o Universo é homogéneo.

Isotropia significa que todas as dire¢des estdo em pé de igualdade. O mundo ndo
prefere a esquerda a direita, nem cima a baixo, nem a direita a cima. Portanto, podemos
apontar os nossos eixos coordenados na dire¢ao que desejarmos: o Universondo seimporta
com qual direcdo chamamos de x, qual chamamos de y e qual chamamos de z.

Em particular, isso implica que a dindmica de uma particula livre deve independer
da direcdo de sua velocidade. Do contrério, o Universo estaria mostrando preferéncia por
alguma direcéo.

A homogeneidade do tempo é um reflexo do fato que ndo hé razdo para crermos
que um instante de tempo é preferido em relagao a outro, e por consequéncia a dindmica



de uma particula livre ndo pode depender explicitamente do tempo. O Universo nédo se
importa com o instante em que iniciamos o crondmetro.

A isotropia do tempo pode soar como algo curioso, dado que significa que ndo ha
distincdo entre passado e futuro. Nao hd mistério: a Mecanica Classica de fato ndo
distingue o passado do futuro. Todo movimento que ocorre num sentido do tempo poderia
ocorrer no sentido oposto sem problema algum. A diferenca entre passado e futuro ndo
ocorre em Mecénica Classica, e serd necessdrio o estudo da Mecanica Estatistica para
compreender o porqué de ndo observarmos o tempo como algo isotrépico.

Estas conclusdes podem ser expressas de maneira mais matematica. Suponhamos
que um evento ocorra no instante f em uma posi¢do r = (x,y,z) num dado sistema de
coordenadas. As imposi¢des de homogeneidade e isotropia espacial e homogeneidade
temporal podem ser sintetizadas na informagdo de que as equa¢des de movimento devem
ser mantidas invariantes sob transformacdes da forma

t +1000 t to
x' 0 X X0

= + , 1.11
y/ O R y yO ( )
z' 0 z Z0

onde R é uma matriz 3 x 3 com coeficientes reais satisfazendo RTR = 1 e t, xo, Yo, Zo 30
constantes arbitrarias.

Exercicio 3:
Seja R uma matriz quadrada com coeficientes reais. Mostre que RTR = 1 se, e somente
se,
u-v=(Ru)-(Rv) (1.12)

para quaisquer dois vetoresu e v.
Mostre ainda que uma mudanga de base implementada por uma tal matriz R leva
uma base ortonormal em outra base ortonormal. Além disso, mostre que det R = £1.
Tais matrizes sdo conhecidas como matrizes ortogonais. d

Exercicio 4:
Mostre que a Fisica ser invariante por transformagdes como as da Eq. (1.11) é equiva-
lente a exigir homogeneidade e isotropia espacial e temporal. M

Exercicio 5:

Mostre que o sinal negativo na primeira componente da matriz da transformacao dada
na Eq. (1.11) corresponde a reverter a diregdo do tempo. Mostre que se det R = —1, entdo
a transformacao troca um sistema de coordenadas espacial orientado pela mao direita para
um sistema orientado pela mao esquerda. M

Perceba, em particular, que as matrizes satisfazendo RTR = 1 sdo precisamente as
possiveis rotagdes do sistema de coordenadas, acompanhadas de uma possivel troca de
orientacdo: de mdo direita para méao esquerda.



Uma rotagdo em trés dimensodes pode ser descrita em termos de trés angulos, conheci-
dos como angulos de Euler. Isto pode ser demonstrado formalmentex*, mas também pode
ser compreendido de maneira intuitiva: precisamos de dois dngulos, 0 e ¢, para especificar
uma diregdo num espago tridimensional, como fazemos no sistema de coordenadas esféri-
cas. Isto nos permite determinar a nova dire¢do do eixo z, mas ainda hd uma infinitude de
possiveis dire¢des nas quais os eixos x e y podem apontar. Portanto, devemos especificar
um terceiro angulo, ¥, para determinar a direcdo dos tltimos dois eixos. Como os trés
eixos sdo ortogonais e a orientagdo da base esta fixada, determinar a dire¢do do eixoz e a
direcdo do eixo x é suficiente para fixar o eixo y de maneira tnica, e portanto bastam trés
angulos.

Notemos as implicag¢des disto tudo para a Lagrangeana L de uma particulalivre. Como
nao ha quaisquer interagdes externas e o tempo é homogéneo, concluimos que L ndo pode
depender explicitamente do tempo. Como o espago é homogéneo, L ndo pode depender
explicitamente da posicdo r da particula. Logo, L depende apenas da velocidade v da
particula. Contudo, o espago é isotrépico, e portanto L ndo pode depender da diregao de
v, apenas de seu médulo. Portanto, a Lagrangeana de uma particula livre deve depender
apenasde v = v - v.

Consideremos este fato a luz das Equagdes de Euler-Lagrange, Eq. (1.9). Como

JL
d /oL
& (801) =0. (1.13)
JL

= 0, temos que
Contudo, as fungdes §» sdo fun¢des da velocidade apenas. Portanto, é preciso que
v seja constante. Ou seja, num referencial inercial, o movimento de uma particula livre
ocorre com velocidade constante (Lei da Inércia).

Isto ainda ndo cobre todas as simetrias disponiveis. Suponha um referencial S’ se
movendo em linha reta com velocidade constante V em relagdo ao referencial inicial S.
Isto corresponde a transformar as posigdes das particulas por r — r' = r — V¢, como
representado na Figura 2, enquanto mantemos o tempo inalterado t — ' = t - ou seja,
usamos o mesmo crondmetro. Estas transformacdes sdo conhecidas como boosts de Galilei.
As leis do movimento livre se mantém inalteradas por esta transformagdo: o movimento
de particulas livres segue ocorrendo de modo a manter a velocidade constante.

Experimentalmente conclui-se que ndo apenas os movimentos de particulas livres
seguem as mesmas leis tanto em S quanto em S’, mas na verdade todos os movimentos os
fazem. Ao invés de apenas um referencial inercial S, temos uma infinidade de referenciais
inerciais relacionados pelas transformagoes

¢ +1 000\ /¢ o

/ —_—

=T T+, (1.14)
y -, R y Yo

z —0, z Zo

*Ver, por exemplo, [6].
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Figura 2. Um referencial S8’ se movendo em linha reta com velocidade constante V em relagdo ao
referencial inicial S.

onde R, to, xo, Yo € zg sdo como na Eq. (1.11) e vy, vy, v, sdo constantes representando a
velocidade relativa entre os dois referenciais.

O conjunto de todas as transformagdes de referencial com a forma dada pela Eq.
(1.14) forma o chamado Grupo de Galilei, e seu estudo nos permite obter conclusdes
profundas acerca da Mecanica Cléssica, além de perceber como ela se conecta com teorias
mais recentes como a Relatividade Restrita e a Mecdnica Quéntica. Tratamentos mais
profundos sobre o Grupo de Galilei podem ser encontrados, por exemplo, em [5, 6, 15, 30,
46].

Exercicio 6:
Denotaremos as transformagdes descritas na Eq. (1.14) por

G(:l:,to,ro,V,R), (115)

onde v = (vy,vy,0;) e rg = (X0, Y0,20)-
Denotamos o conjunto de todas as matrizes n x n com coeficientes reais por M, (R).
Denotamos

SO(3) = {R € M3(R); R'R = 1,detR = +1}. (1.16)

Considere o conjunto gl - conhecido como o Grupo de Galilei préprio ortécrono -
definido por

6! = {G(+,0,0,v,R);v € R%,R € SO(3) }. (1.17)
Denotando o produto usual de matrizes por -, mostre que
i g1 o€ gl, para quaisquer g1, g2 € QI_ (QI é fechado sob -);

ii. g1-(g2+93) = (81 42) - g3, para quaisquer g1, 82,33 € 91 (associatividade);



iii. existe um elemento e € gi talqueg-e=e-g =g paratodo g € QI (existéncia de
elemento neutro);

iv. paratodo g € gl, existe ¢* € gl tal que g - ¢* = ¢* -+ ¢ = e (existéncia de inverso).

Um conjunto G dotado de uma operagédo - que satisfaga as quatro condi¢des acima é
dito ser um grupo. M

Exercicio 7:
Considere o conjunto G, definido por

Ge = {G(+,to, 10, v, R);detR = +1}. (1.18)

Suponha a transformacao de coordenadas de um referencial S para um referencial S’
é dada por G(+, t, 19, v, R) € G.. Suponha a transformagdo de coordenadas do referencial
S’ para um referencial S” é dada por G(+, t,t'o, v/, R") € G.. Mostre que a transformagao
de coordenadas de S para S” é dada por

G(+,ty +to, Yo+ R'rg + tov/,v' + R'v,R'R). (1.19)
Podemos denotar isso como

G(—I—, t(,), I‘/(),V/, R/) o G(—I—, to, Yo, Vv, R) = G(—I—, t6 + to, I‘/O + R/I‘Q — V/t(), v + R/V, R,R).
(1.20)

Mostre que G, quando equipado com a operagdo de composicdo de transformacoes
o, é um grupo. M

Note que um elemento de G. é completamente determinado ao fornecermos 10 para-
metros continuos: tg (1 parametro), 1y (3 pardmetros), v (3 parametros) e R (3 parametros).

A afirmacdo de que as Leis da Fisica devem ser invariantes sob transformagoes de
Galilei (ou seja, elementos do grupo G) constitui Principio da Relatividade de Galilei.

O Principio da Relatividade de Galilei nos informa que a dindmica deve ser invariante
sob transformagdes v — v + V. Como ja sabemos que a Lagrangeana é da forma L(v?), isto
parece sugerir que L precisa ser constante e, portanto, ndo ha dindmica. Nao se precipite:
como sempre podemos adicionar uma derivada total do tempo a Lagrangeana sem alterar
a dindmica descrita. Assim, a verdadeira condigdo que temos sobre a Lagrangeana é

L(v*) + %f(r,t) =L((v+V)?). (1.21)

Como isso deve valer para qualquer velocidade V, consideremos o caso de uma
velocidade infinitesimal. Neste caso, temos

(Vv+ V)2 =0 +2v.- V4 V2 =0>+2v-V4+ O(V?) = 0* +2v- V. (1.22)

~-10-



Expandindo a Lagrangeana em polindmio de Taylor e usando a regra da cadeia na

derivada d{ temos que

0 JL
L) + Vit L L) v v
of oL
Vf- V+a——2v Va 5
)
o (28 V- Vf) (1.23)

Derivando com relagdo a v; teremos que

2Ly 9,9 <3L)V.V:0,

ov2 ' dx;  0v; \ 002
oL . of 2L
ZﬁVl—afo—l—élvlmV-V—O,
2
Vf—ZaLV+4 L v.vv. (1.24)

9(v?)?

Sabemos que V f é independente de v. O primeiro termo do lado direito da Eq. (1.24)
pode ser independente de v se aLz for constante com respeito a v*. Contudo, o segundo
termo depende vetorialmente de v, e portanto V f s6 pode ser independente de v se o
segundo termo for nulo, i.e., se

9’L
2

Isso automaticamente garante que o primeiro termo seja independente de v. Como L

é funcdo apenas de v2, vemos que

=0. (1.25)

2L
=,
3(02)2
oL _m
o2 2’7
2
L(r,v,t) = % (1.26)

Na tltima passagem omitimos a constante de integracgdo, visto que ela ndo tem signi-
ficado fisico. A constante de integracdo m é arbitraria, mas em geral a identificamos com
a massa da particula. Perceba que as trajetérias determinadas pela Lagrangeana L sdo as
mesmas determinadas pela Lagrangeana AL para qualquer A € IR*. Isso reflete o fato de
que somos livres para escolher as unidades de medida da Lagrangeana.

Naturalmente, "5~ pode ser identificado como a energia cinética da particula livre, T,
e, portanto, para uma partlcula livre temos L = T.

Para um sistema de N particulas livres, temos (utilizando a aditividade da Lagrange-
ana) em coordenadas cartesianas

3N . o2
Lix,%t) =Y % (1.27)
i=1

ou seja, a Lagrangeana é meramente a energia cinética do sistema.

—-11 -



1.4 Sistemas Fechados

Em geral, queremos lidar com sistemas possuindo interagdo. Por exemplo, suponha um
sistema de N particulas isolado do restante do Universo. As particulas interagem segundo
um potencial V(x), onde x é a configuragdo do sistema dada em coordenadas cartesianas.
Note que para que o sistema seja invariante sob transformacodes de Galilei, é preciso que o
potencial tenha a forma

V(I‘l—1‘2,...,1‘1'—1']',...,1'1\],1—1‘N), (128)

mas ndo nos preocuparemos com isso por ora.

As equagdes de Newton que descrevem um tal sistema sdo dadas pela Eq. (1.1), e
a Lagrangeana do sistema deve prever o mesmo movimento por meio das Equagdes de
Euler-Lagrange.

Notemos que

. d
mix; = a(mp@). (129)
Ademais,
oo (Womd oT
mix; = 9% <];1 2 | T o (1.30)

=2
mixs o, . e sy . . .
onde T = 2;7’2]1 > € a energia cinética do sistema. Assim, a Eq. (1.1) pode ser reescrita

como
d ol _ oV
dt axi a axi’

v d /dT
axi+dt<axi> _o. (1.31)

Esta expressdo é semelhante, mas ndo igual, as Equagdes de Euler-Lagrange como
escritas na Eq. (1.9). Contudo, sabemos que

oT £1%
Pl 0, P 0. (1.32)

Portanto, podemos, sem risco de punigao, escrever
d d/ o
—(V-T — | =—(T—-V)) =0,
axi( >+dt<8x1( )>

0 d/ o
aTcZ-(T —V)— T <axi<T — V)) =0. (1.33)

Ao comparar a Eq. (1.33) com as Equacdes de Euler-Lagrange na Eq. (1.9), concluimos
que, em coordenadas cartesianas,
3N mixz

L(X,fC,t) = Z 2i — V(l‘l —TX,...,%; —I‘]',...,I'N_l —I‘N). (134-)
i=1
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Note que o sinal entre as duas quantidades é negativo: a Lagrangeana ndo € a energia
do sistema.
Num sistema de coordenadas arbitrdrio ainda podemos escrever

L(q,4,t) =T —V(q), (1.35)

mas agora ndo sabemos como expressar a energia cinética T em termos de coordenadas
generalizadas g.

Suponhamos que as coordenadas cartesianas x sejam dadas em termos das n coor-
denadas generalizadas g por meio de fungdes x; = x;(g). Neste caso, a regra da cadeia
fornece que

L axi
i=Y 20, (1.36)
Jg 194

Note que n pode ou ndo coincidir com 3N, dependendo do sistema ser ou nado vinculado.
Logo, a energia cinética do sistema sera

3N -2

m;x

_ iX
T= Z =
i=1
= 2 715i]-xix]-,
L]
Z i s p axiq 0x;
= k 15
ik 2 % 9 9q;”
=Y @%% g
ot 2 aqk aq k 1s
1
= 5 2 au(a)dd, (1.37)
k1
onde introduzimos o delta de Kronecker
1, =],
5ij = { € =] (1.38)
0, se i#],
e denotamos
axl 0x;
ay(q . (1.39)
; "9qx 9q1
ox;

Note que ay; de fato é uma fungdo apenas da configuragdo g do sistema, visto que
sdo fungdes apenas de g.

* Exercicio 8:
Dada uma fungdo f: R" — R”" tal que

flxe, oo xm) = (A(x1, . %), o, fu(x1,.. 0, X)) (1.40)

~13-



definimos sua matriz Jacobiana D f(x) como a matriz n x m dada por[44]

oh ... 9
dxq RE
Df(x)=| : . (1.41)
fn ... Ofn
dxq X

Como as derivadas parciais %‘ sdo fungdes do ponto em que sdo calculadas, Df (x) é
uma fungédo do ponto x. Perceba que no caso n = m = 1 temos que Df(x) = f'(x). Isso
ndo é coincidéncia: a matriz Jacobiana é uma generalizacdo da derivada - conhecida como
derivada de Fréchet - para fun¢des de R” em IR".

Suponha que uma funcédo f: R™ — R" dependa indiretamente do tempo por meio
de seus argumentos. Mostre que

; 2] ) .
f % % 1
=1 - s (1.42)
[ an an v <
f) o\ s, &

Exercicio 9:
Mostre que podemos escrever a energia cinética de um sistema sem vinculos de N
particulas como

mq X1
T = %(x1 x3N) | (1.43)

3N 3N

Utilize esta expressdo e o exercicio anterior para mostrar que

. ma - 413N g1
T:§<q1 ...0-,3N> Do ], (1.44)

a3Na -+t A3N3N/ \43N
onde os coeficientes ay; sdo dados pela Eq. (1.39). M

Exercicio 10:

Nos casos que consideramos em Mecanica, geralmente nos restringimos a transfor-
magdes de coordenadas que satisfazem det Df (x) # 0 em todo ponto, pois isto é uma das
hipéteses do Teorema da Aplicagdo Inversa[29, 44], que nos permite inverter a transfor-
macao entre os sistemas de coordenadas.

Utilizando este fato, a Eq. (1.39) e os exercicios anteriores, conclua que a matriz ay; ()
sempre ¢é inversivel em qualquer configuragao . M

Exercicio 11:
Considere uma particula de massa m em queda livre num campo gravitacional uni-
forme com aceleracdo g. Escreva a Lagrangeana. M

—14 -



Exercicio 12:
Considere duas particulas de massas 111 e m; interagindo gravitacionalmente. Escreva
a Lagrangeana. !

Exercicio 13:
Considere o problema do oscilador harménico simples: uma massa m presa a uma
mola de constante eléstica k. Escreva a Lagrangeana. o

Exercicio 14:
Considere um péndulo com massa m e comprimento ! num campo gravitacional
uniforme de aceleracdo g. Escreva a Lagrangeana. M

1.5 Teorias Efetivas

Consideremos o problema de duas massas m; e m; interagindo. Suas posi¢des sdo deno-
tadas por r; e ro. Para que a dindmica seja invariante de Galileu, é preciso que o potencial
dependa apenas da distancia entre as duas massas, i.e., 0 potencial tem a forma V(2),

onde definimos # = r; — r; e 2 = ||2||, 2. A Lagrangeana é dada por
miv  myvs

L(ry, 1,1, 12) = V(n), (1.45)

2 2
onde v; = ||1;]].

Podemos reescrevé-la de um modo mais agradavel em termos do vetor 2. Comecemos
redefinindo as coordenadas de modo que mr; 4 mor, = 0.

* Exercicio 15:

Utilize as Equagdes de Euler-Lagrange para obter que

d
a(ﬂ’llh + I’I’Izi‘z) = 0. (1.46)

Utilize este resultado para mostrar que sempre é possivel escolher coordenadas tais que
mir + mar; = 0 a todo instante de tempo. Y

O referencial em que mjr; + mor, = 0 é conhecido como referencial de centro de
massa do sistema. Neste referencial, temos que

mo mq
n=+—2a, In=—"—2. 1.47
1 +m1+m2 2 L+ 15 ( )
Segue pois que
2 2
V] = ———||2]|°, = ——%2]" 1.48
1 (m1+m2)2|| H 2 (m1+m2)2|| H ( )
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Ao substituir estas expressoes na Lagrangeana temos que

mio?  myv3

L= > + > V(n),
2 2
mq my .2 my my )
=12 P+ 22— 4|2 V(»),
P+ R P - V()
mqmip .2
= — 4] = V(2r),
S S V()
= LalP = v(»), (1.49)
onde definimos a massa reduzida y por
mq iy
= —. 1.50
B = (1.50)

Vemos agora que o problema de dois corpos descrito no referencial do centro de massa é
equivalente a um problema de um tinico corpo.

Suponhamos que estamos descrevendo um sistema em que m; < my. Um exemplo
de tal sistema seria o problema descrito pela érbita da Terra em torno do Sol. Neste caso,
note que

= m +O<>, (1.51)

onde a notagao O (%) significa que os demais termos sdo proporcionais a % ou poténcias
maiores. Como % < 1, iremos desprezar estes termos.
Note que nesta aproximacado temos para r; que
2
my + my

:a+(9<ml .

r =+

s (1.52)

Para rp,

mq
e ]
my + mp

- o("’”) (1.53)

ny

I = —

Logo, na aproximacdo de ordem zero em %, o movimento no referencial do centro de
massa € tal que

=0 (1.54)
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e r; é determinado pela Lagrangeana efetiva

myo?

L(I‘l,i‘l) = V(T’l). (155)

Este procedimento pode parecer pouco convencional. O que nos permite desprezar
estes termos? Eles deixaram de influenciar a Fisica do sistema?

A resposta ndo vem da teoria, vem do fato de que Fisica é uma ciéncia inerentemente
experimental. Ndo hé sentido em querermos prever a evolugdo de um sistema com uma
precisdo que nossos sensores sdo incapazes de medir. Tomemos um exemplo: a Lei da
Gravitagdo de Newton. Segundo Newton, a intensidade da forca de atragao gravitacional
entre dois corpos pontuais de massas m e M é dada por

_ GMm

F
72

) (1.56)

onde r é a distincia entre os corpos. A lei pode ser generalizada para corpos esféricos se
considerarmos que a distancia é medida entre os centros de massa dos corpos.

Consideremos um corpo esférico com a massa M e raio R da Terra e uma particula
pontual com massa m. Suponhamos ainda que o corpo de massa m esteja a uma altura
h = 10m do solo da Terra. Note que a distancia entre os centros de massa dos corpos é
R+ h.

A Lei de Newton fornece

Fo GMm
- (R+h)¥

_GMm 1 (1.57)

R2 )\ 2
(1+4)
Expandindo o segundo termo em Taylor e definindo ¢ = GR—QA temos que
h n\? A%

Agora podemos inserir os nimeros. Aproximando o raio da Terra por R = 6371 km,
temos que

2
% ~ 1.570 x 107, (Z) A 2.464 x 10712, (1.59)

3
Logo, ao desprezar os termos proporcionais a <%> ou poténcias maiores, temos que
a forca entre a Terra e a particula de massa m é

F= mg(1 ~3.140 x 1070 + 7.391 x 10—12). (1.60)
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Se o0 aparato experimental a ser usado é capaz de distinguir forcas tdo pequenas, a
teoria deve considerar os efeitos de ordem % ou mesmo de ordens superiores. Se estes

efeitos sdo irrelevantes, podemos tomar a aproximagao simplificadora
F =mg. (1.61)

O mesmo raciocinio se aplica a Lagrangeana da Eq. (1.55): se o aparato experimental
é sensivel a efeitos da ordem de [!, devemos considerar estes termos na Lagrangeana. Do
contrario, somos livres para descartéa-los.

Teorias que descrevem apenas “pedagos” de uma teoria maior sdo conhecidas como
teorias efetivas, e ocorrem por toda a Fisica. A Eletrodindmica de Maxwell é uma teoria
efetiva do Modelo Padrdao da Fisica de Particulas. A Lei de Gravitagdo de Newton é
uma teoria efetiva da Relatividade Geral. Acredita-se - ou ao menos deseja-se - que a
Relatividade Geral e 0 Modelo Padrao da Fisica de Particulas sejam teorias efetivas de uma
teoria de tudo mais fundamental e ainda desconhecida. De todo modo, temos certeza
que sdo teorias que ndo valem em todas as escalas. Existem efeitos que estas teorias sdao
incapazes de explicar. Em [53], Anthony Zee descreve isso de maneira maravilhosa e,
como sempre, bem humorada:

Se alguém tentar lhe vender uma teoria de campos clamando que ela vale
para energias arbitrariamente altas, vocé deveria conferir se ele trabalhava com
venda de carros usados.

Notemos que estas aproximagoes dependem fundamentalmente das hipéteses de que
h < Rem; < my. No exemplo que demos utilizando a Lei da Gravitagdo de Newton,
assumimos que a massa m estava a uma altura fixa h < R. Se as dimensdes de compri-
mento caracteristicas do problema fossem muito maiores - por exemplo, se o corpo de
massa m fosse um satélite orbitando a Terra a milhares de quildmetros do solo - os termos
que desprezamos nao seriam tdo pequenos, e mesmo a expansdo em Taylor ndo seria uma
boa aproximagao.

Isso expressa o fato de que teorias efetivas “quebram” em certas escalas. Se levarmos
a particula de massa m muito alto, a descri¢do dada por F = mg deixa de ser aplicavel e
precisamos utilizar uma teoria mais precisa, como a Lei da Gravitagdo de Newton. Se os
campos gravitacionais se tornarem muito intensos, mesmo a Lei da Gravitacdo de Newton
pode falhar e seremos obrigados a utilizar a Relatividade Geral. Se os campos gravitaci-
onais forem incrivelmente fortes mesmo em espagos incrivelmente pequenos - como no
coragdo de um buraco negro ou no Big Bang - a descrigdo classica falha e precisamos
considerar efeitos quéanticos. Precisamos de uma Teoria da Gravitacdo Quantica ainda
inexistente para estudar Fisica nestas escalas.

Por outro lado, isso justifica um dos porqués de ainda estudarmos Mecanica Classica
mesmo conhecendo teorias mais complexas como Mecanica Quantica e Relatividade Geral.
Nao apenas estas teorias sdo baseadas no que ja se sabia sobre a Mecanica Classica e
recuperam-na nas escalas apropriadas, mas elas sdo calculos muito mais complexos. Nas
escalas em que a Mecanica Classica prové uma boa descricao e utilizando aparatos que
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ndo sejam sensiveis a efeitos mais delicados que as previsdes cldssicas ndo-relativisticas,
ndo ha razdo para utilizarmos teorias mais complicadas.

Estas ideias nos permitem obter uma compreensdo mais profunda sobre a Mecanica
Classica em si. Por que uma maca cai de uma arvore seguindo a lei F = mg? A nocao
de teoria efetiva nos permite concluir que isso ndo acontece. Sabemos que F = mg é
uma aproximacgdo da Eq. (1.56), mas, para variagdes pequenas na distdncia r, a maga
se comporta como se seguisse a lei F = mg. Por que os planetas se movem segundo a
Eq. (1.56)? Eles ndo o fazem. Esta é apenas uma aproximagdo do resultado previsto
pela Relatividade Geral, mas para as escalas planetarias, os corpos se movem como se
seguissem a Eq. (1.56).

Como as particulas sabem qual é o caminho que extremiza a acdo? Elas ndo sabem.
Mas nas escalas em que a Mecénica Cléssica funciona, elas se comportam como se sou-
bessem. De fato, quando os efeitos quanticos entram em jogo, temos uma descricdo em
que é preciso considerar que todos os caminhos ligando os pontos inicial e final podem
ser percorridos, porém com probabilidades distintas. Para particulas cldssicas, o caminho
que maximiza a agdo é extraordinariamente mais provével que os demais, enquanto que
para particulas inerentemente quanticas, como um elétron, diversas trajetérias sdo igual-
mente provaveis. Isto é responsavel por conferir as particulas quanticas propriedades
ondulatérias.

Discussdes maravilhosas sobre como as particulas cldssicas “preveem” o caminho de
menor agdo podem ser encontradas no Capitulo 26 do Volume I e no Capitulo 19 do
Volume II de [14].

Exercicio 16 [Expansdao em Multipolos]:

Chamamos de dipolo elétrico fisico uma distribuicdo de cargas cargas elétricas de
mesma intensidade e sinais opostos, +q e —g, separadas por uma distancia finita d. O
potencial elétrico ¢ num ponto P é dado em termos das distancias 22 e 2_ as cargas +q
e —q (respectivamente) por

o(P) = 1( 1 _ q), (1.62)

4meg\ 2, A _

onde €p é uma constante chamada de permissividade elétrica do vacuo.

E mais conveniente denotarmos o ponto P por um vetor r medido a partir da origem
de um sistema de coordenadas. Por simplicidade, tomamos esta origem como estando na
metade da reta que separa as duas cargas.

Suponha que r = ||r|| seja tal que r > d. Mostre que o potencial elétrico pode ser
escrito como

1 gdcost 1, (d?
qt)(r)—élmoir2 +70<r2>, (1.63)

onde 6 é o angulo formado entre o ponto P e a carga +q (ver Figura 3).
Quando se esta distante do dipolo fisico, seu campo se comporta como }2 O potencial
elétrico de configuracdes de carga mais complexas também admite uma expansao em
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Figura 3. Esquema para o Exercicio 16. Baseado na Figura 3.26 de [18].

poténcias de %, que é chamada de expansao em multipolos. Para um ponto r que esta fora
da configuracao de cargas (que é o caso de interesse quando se observa a configuracdo a
grandes distancias) tem-se:

1 & & ALY,
p(r) = 47T€OZ 217’ rll +§ 9), (1.64)

onde Y},,,(0, ¢) sdo fungdes conhecidas como harmonicos esféricos e Ay, sdo constantes
que dependem da distribui¢do de cargas sendo levada em consideragdo. d

Exercicio 17:

Considere um péndulo simples de massa m, comprimento / num campo gravitacional
g. Assuma que o angulo com a vertical, ¢, seja tal que, em radianos, ¢ < 1 a todo instante.
Escreva a Lagrangeana efetiva e obtenha a equagdo de movimento. Compare com a de um
oscilador harmonico. B¢

1.6 Potenciais Dependentes do Tempo

O procedimento que fizemos na sessdo anterior para eliminar as varidveis 1, e i, da
Lagrangeanax* pode ser feito de maneira mais geral, e frequentemente mesmo de maneira
intuitiva. Considere por exemplo um dispositivo mecanico que gira o suporte de um
péndulo em um circulo, como ilustrado na Figura 4.

4

Figura 4. Um dispositivo mecanico gira o suporte de um péndulo ao longo de um circulo de raio a.

Mesmo sem resolver as equagdes de movimento para o sistema como um todo, sa-
bemos em boa aproximacdo qual a trajetéria que o dispositivo fard. Estamos assumindo

*Em Teoria Quantica de Campos, dizemos que integramos (integrated out) o grau de liberdade correspon-
dente a rp.
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implicitamente que a massa e 0 movimento do péndulo nédo serdo suficientes para danifi-
car o dispositivo ou alterar seu percurso, e portanto ja tomamos de antemao qual serd seu
movimento.

De maneira mais abstrata, temos uma Lagrangeana que descreve dois sistemas inte-
ragentes A e B:

L(qa,98,494,48) = Ta(qa,44) + Ts(q8,48) — V(q4,qB)- (1.65)

Se for vélido o limite em que a presenga do sistema A nao altera de modo consideravel
o movimento do sistema B, podemos substituir a configuracdo gg por sua trajetéria gp(t)
e obter

L(qa,95(t),44,48(t)) = Ta(qa,4a) + Te(g(t), 48(t)) — V(qa,q5(t)),
L(qa,4a,t) = Ta(qa,4a) + Tp(t) — V(qa,t). (1.66)

A energia cinética Tg(t) é agora uma derivada total de uma func¢do da configuracéo e
do tempo, e portanto podemos descrever o sistema pela Lagrangeana

L(qa,4a.t) = Ta(qa,ga) —V(qga,t), (1.67)

que agora depende explicitamente do tempo por meio do potencial V.

Existe ainda uma outra situacdo em que a Lagrangeana pode depender explicitamente
do tempo mesmo que o potencial ndo dependa do tempo: caso a nossa escolha de coorde-
nadas generalizadas seja tal que as coordenadas dependam do tempo quando expressas
em termos das coordenadas cartesianas. Para um exemplo, estude o comportamento do
péndulo na Figura 4.

Exercicio 18:

Determine a Lagrangeana para um péndulo de massa m e comprimento / cujo ponto
de apoio é rotacionado por um dispositivo em um circulo de raio 4 com frequéncia angular
w. Veja a Figura 4. M

Exercicio 19:

Generalize a Eq. (1.37) para o caso em que as coordenadas generalizadas podem
depender do tempo. Assuma que as coordenadas cartesianas x; sio dadas em termos das
coordenadas generalizadas g; e do tempo t por meio das equagdes x; = x;(q,t). Mostre
que

1
T =ao(q,t)+ ) ar(q, t)ix + 5 Y a1 (g, t)didn, (1.68)
k ol

onde
.

1 ax,‘ 2
%mﬂzigw—g ,

axl- axi
ap(q,t) = Zmiga—qk, (1.69)

axi 8xi
a ) = mi——.
k1 (‘7 ) ; aqk aql
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Note que, sob condig¢des apropriadas de diferenciabilidade, escrever x; = x;(gq,t) é
equivalente a escrever q; = q;(x, t).

Exercicio 20:
Considere uma particula se movendo em uma dimensdo sob a agdo de uma forca
dependente do tempo, F(t). Obtenha a Lagrangeana e as equacdes de movimento. M

1.7 Leis de Conservagio

Encontrar a solucgdo analitica de problemas de Mecanica Cl4ssica ao simplesmente resolver
as Equagdes de Euler-Lagrange é frequentemente dificil, e por vezes mesmo impossivel.
Em geral, sistemas que apresentam poucas leis de conservacao, como o péndulo duplo,
nao podem ser solucionados de maneira explicita e devemos recorrer a métodos numéricos
ou aproximativos.

Isso possui uma certa intui¢do+: uma solugdo analitica do movimento de um sistema
com n graus de liberdade precisa ter 2n condigdes iniciais, dado que desejamos resolver
n equagdes diferenciais de segundo grau. Estas condic¢des iniciais podem ser fornecidas
da maneira que desejarmos: posicdo e velocidade iniciais, posi¢des inicial e final, etc.
Em particular, poderiamos especificar a energia, momento, momento angular e outras
quantidades caracteristicas do sistema para determinar seu movimento.

Considere por exemplo uma particula livre. Ao invés de especificar sua velocidade
inicial, poderiamos especificar seu momento linear. Contudo, especificar sua energia
ndo forneceria informagdes novas sobre o sistema: ela pode ser determinada a partir do
momento linear, ndo sdo quantidades independentes.

Infelizmente, ndo nos aprofundaremos nestes temas, que se relacionam aos estudos
do caos deterministico e da integrabilidade de sistemas fisicos. Ao leitor interessado de
maneira profunda, recomenda-se a leitura de, por exemplo, [5, 41, 50]. Um texto a nivel
mais introdutério é [29]. Para um breve exemplo historicamente relevante, recomenda-se
[21].

Nos preocuparemos neste texto em como simetrias e leis de conservacao facilitam a
resolugdo de problemas mecanicos. Antes de lidarmos com o resultado geral fornecido
pelo Teorema de Noether, estudemos alguns exemplos.

Exercicio 21:
Considere um sistema descrito por uma Lagrangeana L(g, §), i.e., uma Lagrangeana
que ndo depende explicitamente do tempo. Mostre que a quantidade

. dL
i 1

é tal que 1 = 0. M

*Que ndo deve ser levada muito a sério. Entenda-a como uma versao simplificada do problema, ndo como
uma descrigdo detalhada.
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A quantidade i definida na Eq. (1.70) é comumente chama de integral de Jacobi ou de
fungdo de energia. O nome “fungdo de energia” também ndo é aleatdrio: sob condi¢des
adequadas, 1 é a energia total do sistema T + V.

Para mostrarmos isso, precisaremos utilizar o chamado Teorema de Euler para Fungdes
Homogénas. Uma fungdo f: R" — R é dita ser homogéna de grau p quando, para todo
namero real ndo-negativo A, valer que

f(Ax1, ..., Axy) = AP f(x1,..., xn). (1.71)

Teorema [Euler para Fun¢ées Homogéneas]:
Seja f: R" — R uma fungio diferencioivel homogénea de grau p. Vale a igualdade:

Zx, xl,...,xn) =pf(x1, ..., %) (1.72)
Ademais, se f satisfaz a equagio dlferencial dada na Eq. (1.72), entdo f é homogénea de grau
p. 0
Demonstracdo:
Definimos y; = Ax;, onde A é suposto ndo-negativo. Note que
fyr, oo yn) = AP f(xq,..., xn). (1.73)

Derivando ambos os lados da expressdo com relagdo a A enquanto mantemos os x;
constantes, tem-se

o 3f | o
Za)\ay yl/"'/yi’l)_p)\ f(xlr---/xn)/

le yl" : "y”) - p)\pilf(xll' . -/xn)- (174)

Tomemos agora A = 1. Entdo, como agora y; = Ax; = x;, a equagao anterior se reduz

le xl, e Xn) = pf(x,. 0., Xn). (1.75)

Suponha agora que f é uma func;éo diferencidvel satisfazendo a Eq. (1.72). Tome
X1,..., Xy fixos e defina g: Ry — R por

QA) =ATPF(Axy, ..., Axy). (1.76)
Note que

% = —p)ﬁp’lf(/\xb ce AXy) FATF in (Ax1, ..., Axy),
i

of
dA d(Ax;)

= —p)\’p’lf(/\xl, e AXp) + AP in%(/\xh. o AXp),
/ 1

:)\_P—l _pf()\xl, Axn —I—Zx, JJ: Axl] )\xn>,

= 0. (1.77)
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Portanto, ¢ é uma fungdo constante, i.e., g(A) = g(1),V A > 0. Note que esta igualdade
é, na verdade,

g(A) =g(1),
APF(Axy, .., AXn) = f(x1,...,X0),
f(Ax1, ..., Axy) = AP f(x1,. .., x0), (1.78)
o que conclui a demonstragdo. n

Consideremos agora mais uma vez a integral de Jacobi . Assumindo que o potencial
V é independente das velocidades generalizadas+, temos que

oL dT
— =, 1.79
e portanto
oT
h=) gi=— — L. 1.80
qu 5 (1.80)

Suponhamos agora que as coordenadas generalizadas sdo independentes do tempo.
Neste caso, a Eq. (1.68) se reduz a (1.37), e vemos que a energia cinética T € uma fungdo
homogénea de grau 2 das velocidades generalizadas. Tem-se entdo, pelo Teorema de Euler
para Func6es Homogéneas, que

h=2T—1L,
=2T-T+V,
=T+V. (1.81)

Logo, para problemas em que valem as condigdes
i. a Lagrangeana nao depende explicitamente do tempo;
ii. as coordenadas generalizadas ndo dependem explicitamente do tempo;
iii. o potencial V ndo depende das velocidades generalizadas

vale que a energia total do sistema E = T 4 V é conservada.

Em teorias mais fundamentais, como a Mecinica Quéantica ou a Relatividade Geral,
passa a ser mais frequente deixarmos de entender energia como sendo E = T+ V e
favorecer a integral de Jacobi (que passa a ser chamada de energia) em seu lugar. A
expressdo E = T 4 V é conveniente apenas em problemas simples de Mecanica, que
satisfazem as condigdes que acabamos de enumerar. A integral de Jacobi, por outro lado,
é conservada em contextos muito mais amplos: basta que a Lagrangeana independa do
tempo.

*Podemos considerar problemas mais gerais que os que vimos até agora ao permitir que V dependa das
velocidades generalizadas. Isto nos permitird, por exemplo, obter uma Lagrangeana para uma particula se
movendo sob a agdo de um campo eletromagnético.

- 24 —



Exercicio 22:

Considere o péndulo do Exercicio 17. A época, nao podiamos justificar a hip6tese de
que ¢ < 1 para todos os instantes de tempo. Contudo, agora temos ferramentas para isto.
Mostre que a energia é conservada no problema do péndulo simples e utilize este fato para
mostrar que

E
|| < arccos <1 - >, (1.82)
mgl
onde convencionamos que a energia potencial se anula para ¢ = 7. d

H4 ainda um outro exemplo simples que podemos explorar antes de lidar com o caso
geral: o caso em que uma coordenada generalizada é ciclica, i.e., ndo aparece de maneira
explicita na Lagrangeana.

Exercicio 23:
Seja um sistema descrito por uma Lagrangeana L(g, ¢, t). Suponha que exista algum i

para o qual g; ndo ocorre de maneira explicita na Lagrangeana L, i.e., % = 0. Mostre que
a quantidade
oL
= 1.

conhecido como momento generalizado canonicamente conjugado a coordenada g;, é
conservada, i.e., p; = 0. Y

Para compreender a razdo para o nome “momento generalizado”, é ttil explorarmos
alguns casos particulares.

Exercicio 24:
Considere uma particula sujeita a um potencial V' (x, t). Calcule os momentos genera-
lizados canonicamente conjugados as coordenadas cartesianas. M

Exercicio 25:

Considere uma particula sujeita a um potencial central, i.e., um potencial da forma
V(r),onder = ||r|| e r é o vetor posi¢do da particula. Escreva a Lagrangeana em coordena-
das esféricas e calcule os momentos canonicamente conjugados as coordenadas esféricas.
Quais momentos sdo conservados? M

Estas quantidades conservadas sdo, na verdade, casos particulares de um resultado
muito mais geral conhecido como Teorema de Noether.

Seja um sistema fisico descrito por uma Lagrangeana L(g, 4, t). Consideremos uma
transformagdo do tempo e das coordenadas dada por

t— ' =t+eX(q(t)t), qi(t) = qi(t) = q:i(t) + €¥i(q(t), 1), (1.84)

onde € é um parametro infinitesimal.
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Se a acdo for mantida invariante por esta transformacao, i.e., se

AS = /;2 L(g'(£),4 (¢),¢)dt — /ttz L(g(t),d(t),t)dt =0, (1.85)
1 1

dizemos que a transformacdo dada na Eq. (1.84) é uma simetria continua da acéo.
Perceba que a condicdo de invaridncia deve valer independentemente da validade

das equagdes de movimento para que a transformacgao seja considerada uma simetria. A

simetria é uma propriedade da Lagrangeana que deve valer mesmo antes de extremizar-

mos a agdo para obter as equagdes de movimento: ela deve valer para todas as trajetérias

possiveis, sejam elas ou ndo a que de fato ocorre.

Teorema [Noether]:
Seja um sistema fisico de n graus de liberdade descrito por uma Lagrangeana L(q, 4, t). Suponha
que a transformagdo do tempo e das coordenadas dada por

t—t =t+eX(qt),t), qi(t) = qi(t'") = qi(t) +€¥i(q(t),t), (1.86)
onde € é um pardmetro infinitesimal é uma simetria continua da agdo. Nestas condicbes a quantidade

C=Y (G:X ¥ SL XL (1.87)

i=1 qi
é uma constante do movimento. OJ

Demonstracdo:

Por ora, notemos que t' —t = €X(q(t),t) e g/(t') — qi(t) = €¥;(q(t), t). E util denotar-
mos a varia¢do na forma de gq; por dq;(t) = g;(t) — gi(t).

Perceba que a variagdo d¢;(t) ocorre num instante de tempo fixo, tal como as varia-
¢Oes que fizemos para deduzir as Equacdes de Euler-Lagrange, e portanto comuta com
derivadas temporais.

Tem-se que

e¥i(q(t),t) = q;(t') — qi(t),
= qi(t) —qi(t) + qi(t') — qi(),
= 0qi(t') +qi(t) + eqi() X (q(t), £) — qi(t),
= 0qi(t') +eqi(H)X(q(t), 1). (1.88)

A variagdo dg;(t) jé é de ordem €, como pode ser visto ao fazer X = 0 (e portanto t’ = ¢),
em que se tem dg;(t) = €¥;(q(t),t). Como as varia¢des sdo infinitesimais, podemos ignorar
termos quadréticos em € e escrever

e¥i(q(t), t) = 0qi(t) +eqi(t) X(q(t), t), (1.89)
ou, por simplicidade,

eY; = (Sqi(t) + €qi(t)X (1.90)
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Note ainda que

qi(t') = qi(t) + €¥;,

dr'dg, .
ad—zl =gi(t) + €Yy,
. dg, .
(1+eX) S = ai(t) + et
dd’ o .
T — (1 eX) (@:(t) + %),

= Gi(t) +e(¥i —4:(1) X), (1.91)

onde desprezamos termos quadraticos em € e utilizamos o fato que (1 + ex)(1 —ex) =
1+0().
Calculemos agora os efeitos da transformagdo na Lagrangeana. Escrevendo L' =

L(q'(¥),4'(t),t), temos

L’=L(q<t>+e‘1f,q‘<>+e(‘lf J(OX )t+eX>
oL

= L(q(t),4(t),t) + ; aT;fTi + ; a—qie(‘h —4i(H)X) + 5 eX. (1.92)

Podemos entdo utilizar a Eq. (1.90) para obter

nooL ) oL
Y. 877,[5%(1?) +edi()X] +erX,

n
L' = L(q(t Za—éqz ) +eqi(t)X] +
=1 i=1 !

) ) ™ 3L oL
=L(g(t),4(t), )+ Y —doq;(t) + ¥ ==64:() + €| Y —gi() + ¥ —iii(t) + = | X,
(q(6),4(8), ) i;aqir«i() L 5,000 e L g it) + ) 5 (0 + 5

) ) dL
= L(q(t),q(t),t)+ ) =—0qi(t)+ )  =-90q4i(t) +eX,
(1), (1), 8) + L 5 00i(0) + ) 5 0i(h) + €°gy
_L+(5L+ei§X. (1.93)

Perceba que, como as variagdes 6g;(t) tem ordem €, SL tem ordem e.

Agora que temos a Lagrangeana escrita antes e depois da transformacdo, devemos
considerar a a¢do antes e depois da transformagdo. Isto nos leva a considerar como a
integral se comporta frente a mudanga de variaveis t — t'. Temos que

dt
r_
dt’' = T dt,

= (1+€X)dt. (1.94)

Logo, a condicdo de invaridncia da agdo sob a transformacao infinitesimal se torna
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(ignorando termos quadréticos em €)

t
0:/2 <L+(5L+edLX>(1—i—eX)—Ldt,
f1

dt

= eLX+(5L+€%th
t dt

?ed x4 oL dr
= | 6'&( )"‘ .

(1.95)

Para prosseguir, devemos calcular L. Agora, pela primeira vez na dedugdo, impore-

mos as Equagdes de Euler-Lagrange. Note que

Q
~

>

—~

I
.M:\:

Il
—_

L

E)j)éqi(t) + i ?5Qi(t),

i=1 "1t
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Utilizando novamente a Eq. (1.90) temos
! L
L=e— — 1 X) .
SL=c¢ <E %, ))

Assim, a Eq. (1.95) se torna

Oze/tt ddt (LX+Zaq —qi(t)X)> dt.

1

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, vemos que

ta
=0
ty

5 s

para quaisquer dois instantes t; e t,. Logo, a quantidade

C= Y 5 (G(HX —¥) — XL

M:
e

I
—_

i

é conservada ao longo do movimento.

(1.96)

(1.97)

(1.98)

(1.99)

(1.100)

Perceba que nés exigimos uma simetria valendo em todo o espago de configuragdes

para obter uma consequéncia que vale apenas para a trajetéria real do movimento.
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Exercicio 26:
Utilize o Teorema de Noether para mostrar que em um sistema fisico invariante sob
translacdes temporais infinitesimais a integral de Jacobi é conservada. M

Exercicio 27:
Considere uma particula cujo movimento é descrito por uma Lagrangeana invariante
sob translagdes espaciais infinitesimais. Mostre que o momento linear é conservado. "X

Exercicio 28:
Considere uma particula cujo movimento é descrito por uma Lagrangeana invariante
sob rotagdes infinitesimais. Mostre que o momento angular é conservado. M

Exercicio 29:

Considere um sistema fisico composto de muitas particulas. Assumindo que este
sistema é invariante sob transla¢des espaciais infinitesimais que ajam sobre todas as parti-
culas da mesma maneira - i.e., que o sistema seja invariante ao deslocar todas as particulas
por € na mesma dire¢do - mostre que a quantidade

P=Y —— (1.101)

é conservada, onde o indice « corre sobre cada uma das particulas, v, indica a velocidade
da particula « e a denotamos (em coordenadas cartesianas, por simplicidade)

oL oL, oL, OJL,

Exercicio 30:

Utilize a conservac¢do do momento total de um sistema fisico para mostrar que, em sis-
temas invariantes por translacdo espacial, sempre é possivel tomar um referencial inercial
em que vale, para todo instante, que

Y gty = 0. (1.103)
14

Este é o chamado referencial do centro de massa, e o ponto

R = Za My Xy
Yo Ma

é dito ser o centro de massa do sistema. Y

(1.104)

Exercicio 31:

Mostre que a conservagdo do momento total de um sistema é equivalente a afirmar
que o centro de massa do sistema se move com velocidade vetorial constante em relagdo a
qualquer referencial inercial. d

Exercicio 32:
Vimos anteriormente que os elementos de G, definido na Eq. (1.18), sdo descritos ao
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fornecermos 10 pardmetros continuos. Os elementos de G sdo dados pelos elementos de
G. compostos com uma inversdo temporal ou uma transformagdo de paridade, que sédo
simetrias discretas e portanto ndo satisfazem as hipéteses do Teorema de Noether: ndo
podemos fazer uma transformagédo de paridade infinitesimal. As transformagdes descritas
pelos elementos de G, contudo, sdo continuas.

Dos dez graus de liberdade de G., exploramos as leis de conservagdo induzidas por
sete: a tinica translagdo temporais (que induz a conservagdo da integral de Jacobi), as trés
translagdes espaciais (que induzem a conservacdo do momento linear) e as trés rotagdes
dadas pelos angulos de Euler (que induzem a conservagdo do momento angular). Restam
ainda os trés graus de liberdade dos boosts de Galilei. Estes graus de liberdade de G,
induzem quantidades conservadas? Se sim, quais? Se ndo, por qué? M

O Teorema de Noether é possivelmente o resultado mais profundo da Fisica contem-
poradnea: a toda simetria corresponde uma lei de conservagdo. Nos exemplos que vimos
em Mecanica Cléssica, isto implica a conservagdo da energia, momento linear e momento
angular a partir da estrutura de simetrias do Universo. Se nenhuma posigdo é preferida em
relacdo a outra, o momento linear é conservado. Se nenhuma direcdo é preferida em rela-
¢do a outra, o momento angular é conservado. Se nenhum instante de tempo é preferido
em relacdo a outro, a integral de Jacobi - ou, a grosso modo, a energia - é conservada.

Isto nos permite obter uma intuigdo profunda sobre quais quantidades serdo conser-
vadas em um sistema. Considere um péndulo oscilando sem atrito, por exemplo. Se o
observarmos agora ou daqui a um intervalo de tempo €, seu comportamento ainda serd
0 mesmo, por mais que a posigdo especifica possa ser diferente. A amplitude ainda é a
mesma, a relagdo satisfeita entre posicdo e velocidade ainda é a mesma e, de modo mais
profundo, a energia é a mesma. Um péndulo com atrito ndo é invariante sob translagdes
temporais: a amplitude do sistema diminui com o passar do tempo.

De modo semelhante, consideremos uma particula em queda livre. As posi¢des mais
préximas ao chdo sdo preferidas em relacdo a posigdes mais altas, e portanto o momento
linear ndo é conservado na direcdo de queda. Contudo, o sistema ndo percebe diferenca
entre os diferentes pontos de queda: translagdes espaciais perpendiculares a direcdo de
queda ainda sdo simetrias do sistema, e portanto o momento linear é conservado nestas
direcoes.

Em outras dreas da Fisica, como em Teorias de Campos (tanto cldssicas quanto quan-
ticas), o Teorema de Noether possui implica¢des ainda mais surpreendentes. Ele assume
uma forma distinta e mais elegante que a que vimos, e permite obter resultados como a
conservacado da carga elétrica, que nada mais é do que a carga de Noether conservada pela
chamada invariancia de gauge da Eletrodindmica.

Em Eletrodindmica, os campos elétrico, E, e magnético, B, podem ser calculados a
partir dos chamados potenciais escalar e vetorial, denotados aqui por ¢ e A, por meio das
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expressoes

JA
E = —qu— ﬁl

B=V XA.

Exercicio 33:
Mostre que os campos E e B permanecem inalterados sob a transformagao

para toda fungdo A dependendo das coordenadas espaciais e do tempo. M

Estas transformagdes, conhecidas como transformagdes de gauge ou transformacdes
de calibre, constituem simetrias da agdo da Eletrodindmica Quantica e induzem, pelo
Teorema de Noether, uma quantidade conservada, que é precisamente a carga elétrica.

1.A Exercicios Complementares

Exercicio 34 [Invaridncia das Equagdes de Euler-Lagrange Sob Mudancas de Coordena-
das]:
Considere um sistema fisico descrito por uma Lagrangeana L(q, 4,t). As equagdes de
Euler-Lagrange sdo dadas por

oL d (oL
57 di <8qi> =0. (1.106)

Considere a transformacgado de coordenadas para um sistema de coordenadas generali-
zadas Q; = Q;(g;,t), suposta inversivel. Mostre que as equagdes de Euler-Lagrange ainda

sdo validas, i.e., mostre que
a—L - g a—L =0. (1.107)
0Q; dt 0Q; R

Exercicio 35 [Lagrangeanas de Ordens Superiores e Relatividade Geral]:

Até agora nos analisamos o caso em que a Lagrangeana descrevendo um certo sis-
tema depende apenas das coordenadas generalizadas, das velocidades generalizadas e do
tempo. Contudo, a principio poderiamos considerar Lagrangeanas mais gerais, depen-
dendo, por exemplo, nas segundas derivadas das coordenadas.

Suponhamos que um certo sistema é descrito entdo por uma Lagrangeana da forma
L(q,4,4,t). Obtenha a nova forma das Equagdes de Euler-Lagrange. Qual a ordem das
equagdes de movimento? Quais novas hipdteses precisaram ser feitas?

Tomemos agora uma forma particular desta classe de Lagrangeanas generalizadas.
Suponha uma Lagrangeana L dada por

. . d .
L(4,4,4,t) = Li(q,4,8) + 3 L2(9,9,1). (1.108)
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Quais sdo as equagdes de Euler-Lagrange neste caso? Qual a ordem das equacgdes de
movimento? Quantas condi¢des de fronteira estdo sendo especificadas no principio vari-
acional?

Na Relatividade Geral, as Equagdes de Campo de Einstein — que descrevem como o
espago-tempo é curvado pela presenga de energia e matéria — sdo as equagdes de Euler-
Lagrange geradas pela acao

&H:i/RM—g&x, (1.109)

conhecida como acdo de Einstein-Hilbert. R, conhecido como escalar de Ricci, é uma
funcdo dependente da métrica ¢ — que descreve a curvatura do espago-tempo — e de
suas primeiras e segundas derivadas. Logo, esperar-se-ia que as Equagdes de Campo de
Einstein ndo fossem de segunda ordem. Contudo, a Lagrangeana associada a agdo de
Einstein-Hilbert tem forma semelhante a da Eq. (1.108), e portanto podemos remover
a dependéncia nas segundas derivadas ao incluir um termo de fronteira[28, 40], que
ndo afeta as equagdes de movimento. Toma-se como condi¢des de contorno apenas as
condicdes sobre o campo g (andlogo as coordenadas g que estamos estudando em Mecanica
Cléassica). B3

Exercicio 36 [Principio de Fermat]:
O Principio de Fermat na Optica Geométrica afirma que um raio de luz conectando
dois pontos O e P sempre se move de modo que o funcional

P
T:c/ dt (1.110)
O

seja minimizado, onde t denota o tempo levado para percorrer o trajeto e ¢ denota a
velocidade da luz no vacuo. Sabendo que o indice de refracdo de um material é dado por
n = %, deduza a Lei de Snell-Descartes para a refracio de um raio incidindo obliquamente
na interface de dois meios com indices de refracdo distintos:

n;sin6; = n, sin6,, (1.111)

onde n; denota o indice de refracdo do meio do raio incidente, n, o indice de refracdo do
meio raio refratado, §; o angulo de incidéncia e 6, o &ngulo de refracdo (ver Figura 5).
O exercicio é simplificado ao ndo utilizar as Equacées de Euler-Lagrange. M

* Exercicio 37 [Modos Normais - Teoria]:
Dada uma funcdo suficientemente diferencidvel V: R” — R e um ponto xo € R", é

possivel escrevé-la como[31]
?V

(v + %) = Vixo)+ 3 o (0) x4 533
Vix+x9) =V(xo)+ ) =—(x0) xi+ =
i axi ! 2 i=1j=1 ax,‘ax]‘

(x0) - xixj + O(x%), (1.112)

onde o simbolo O (x%) significa que os demais termos dependem das coordenadas x; por
meio de polindmios de grau 3 ou superior.
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Figura 5. Refragdo em meios materiais.

Este é um caso especial da férmula de Taylor para fungdes reais com argumentos em
R".

Suponhamos que um sistema com 7 graus de liberdade seja descrito por um potencial
V que tenha um ponto de minimo local na configuragdo qg. Escolhamos um sistema de
coordenadas generalizadas em que g9 = 0 = (0,...,0), por simplicidade. Podemos, sem
perda de generalidade, assumir que V(0) = 0 por simplicidade. Como 0 é um ponto de
minimo local, temos que az,/ (0) =0.

Suponhamos ainda que movimento ocorra de modo que as particulas se desloquem

muito pouco da configuracdo de equilibrio 0, de modo que possamos escrever

n 17
V) = VI0)+ 50 gk 1Y e (0)- 0
_ Z a?;&‘);] g, (1.113)
Denotando k;j = 283 avq (0), temos que
= % Zkij%q]'- (1.114)
L]
A constante % foi inserida por conveniéncia.
A energia cinética tem a forma dada na Eq. (1.37):
T= % Zaij(q)qiqj. (1.115)
L]

Como os deslocamentos g; sdo pequenos, as velocidades 4; também precisam ser.
Podemos utilizar a férmula de Taylor mais uma vez para expandir 4;;(q) em um
polindmio de varias varidveis na forma

a;i(q) = a;(0) + O(q), (1.116)
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onde mais uma vez o simbolo O(g) indica que os demais termos sdo proporcionais a 4 ou
a poténcias maiores de 4.
Contudo, como a;;(q) ocorre multiplicado por §;4;, devemos considerar a expansao

aii(q)did; = ai(0)did; + O(q°).- (1.117)

Como descartamos termos do potencial proporcionais a g° ou poténcias maiores por
serem muito pequenos, também os devemos descartar aqui. Assim, a energia cinética é
dada aproximadamente por

T = %Zaﬁ(o)qiq}-. (1.118)
L]
Se denotarmos 1;; = a;;(0), obtemos
T = % Zmijciiq]'- (1.119)
L]
Assim, a Lagrangeana do sistema é
L(q,4,t) = ;ZZ]: [mijdid; — kijqiq;], (1.120)

onde as matrizesx m;; e k;; sdo simétricas.
Mostre que as equagdes de movimento sdo

Zml‘j%‘ + kijq]' =0. (1.121)
j

Em analogia ao oscilador harmoénico simplest substitua o ansatz

gi(t) = A", (1.122)

para coeficientes A; € C, para resolver o sistema de equacdes diferenciais acopladas e
obtenha que

Y [~wPmij +kij] Aj = 0. (1.123)
j
Podemos escrever este sistema de equagdes algébricas em formato matricial ao intro-

duzir as matrizes M e K com entradas M;; = m;;, K;; = kjj e o vetor A = (Ay, ..., AT
Temos entdo

(—w*M +K)A = 0. (1.124)

*Se vocé ndo percebe o porqué de podermos pensar em #1;; e k;; como matrizes, confira os Exercicios 8 e 9
e compare os resultados com as Egs. (1.37) e (1.39).
1 Ver Apéndice A.
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Utilize o Exercicio 10 para concluir que existe uma matriz O com
OA = w?A. (1.125)

Expresse O em termos de M e K.

Reduzimos o problema a analisar quais vetores A e quais valores w?

sdo tais que a
equacdo Eq. (1.125) ¢é satisfeita. Este problema é conhecido na Algebra Linear como um
problema de autovalores .

Mostre que se a matriz O — w?1 for inversivel, entdo a tinica solugao para a Eq. (1.125)
é6A =0

Esta solucdo ndo é interessante, pois corresponde as particulas permanecerem em
repouso. Logo, estamos interessados no caso det(O — w?1) = 0, visto que uma matriz é
inversivel se, e somente se, seu determinante é nao-nulo.

Perceba que a equagao det ((D — wzl) = 0 é uma equacao polinomial de grau n para
w?. Mostre que esta equacdo ndo pode admitir solugdes com w? < 0. Sugestdo: utilize o
fato de que a Lagrangeana ndo depende explicitamente do tempo.

As quantidades positivas ws, 1 < s < n, obtidas dessa maneira sdo conhecidas como
frequéncias caracteristicas, ou autofrequénciast, do sistema. Note que € possivel que haja
degenerescéncia, i.e., é possivel que ws = w, paras # r.

E possivel obter n vetores linearmente independentes A(s), 1 <s < n, tais que

Y [—w?mi; + k] AT =0, (1.126)
j
Como as matrizes M e K sio reais, é possivel sempre tomar os vetores A®) como
sendo reais. Substituindo estes vetores em nosso ansatz da Eq. (1.122) temos que

q.](s)(t) — A](-S)eiwst (1127)

solucionam as equagdes de movimento dispostas na Eq. (1.121). Estas solugdes sao os
chamados modos normais de vibragdao do sistema.

Como a Eq. (1.121) é uma equagdo diferencial linear, combinagdes de lineares de
solugdes sdo solugdes. Portanto, a solugdo complexa mais geral é dada por combinagdes
lineares dos modos normais:

Gi(t) = Y at) Al et (1.128)

onde os coeficientes &*). Sio complexos. Por simplicidade, podemos escrevé-los em forma
polar: a8) = C6)ei?s com CG) e @s reais. Assim,

gi(t) = ) COAPgilertren, (1.129)

+xEm inglés, eigenvalue problem.
1Em inglés, eigenfrequencies.
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Nos transportamos o problema para o plano complexo como meio de simplificar as
contas, mas estamos interessados em movimentos ocorrendo com valores reais. Assim,
estamos interessados nas quantidades g;(t) = Re[§;(t)]. Isto nos fornece

gi(t) = Y COIAY cos(wit + 9y), (1.130)
s=1

que é a solucdo geral para o problema. Note que a solu¢do depende de 2n constantes que
nao foram fixadas, C(*) e ¢s. Estas devem ser determinadas pelas condicdes iniciais. "X

Exercicio 38 [Modos Normais - Aplicagao]:
Este exercicio assume familiaridade com o que foi desenvolvido no Exercicio 37.
Considere o problema de dois corpos idénticos com massa m ligados a duas paredes
por molas de constante eldstica k com comprimento relaxado 4, como representado na
Figura 6.

Figura 6. Dois corpos idénticos com massa m ligados a duas paredes por molas de constante
elastica k com comprimento relaxado a.

Suponhamos, por simplicidade, que as massas ndo podem se mover verticalmente.
Escolha um sistema de coordenadas generalizadas. Obtenha a Lagrangeana do sistema e
estude o comportamento do sistema sob pequenas oscilagdes longitudinais, i.e., obtenha
as autofrequéncias, os modos normais de vibragdo e as solugdes gerais do movimento.
Interprete fisicamente os modos normais de vibragao. d

Exercicio 39 [Modos Normais - Aplicagao]:

Este exercicio assume familiaridade com o que foi desenvolvido no Exercicio 37.

Considere o problema de um péndulo duplo: dois corpos com massas m1; e my, sendo
que o corpo de massa m; € ligado por meio de uma haste rigida de comprimento /; a um
suporte e o corpo de massa m; € ligado ao corpo de massa m; por meio de uma haste
rigida de comprimento /5. Isto estd esquematizado na Figura 7.

Suponhamos, por simplicidade, que o movimento das massas estd restrito a um tnico
plano, i.e., elas ndo podem sair do papel no desenho da Figura 7. Escolha um sistema de
coordenadas generalizadas. Obtenha a Lagrangeana do sistema e as suas autofrequéncias.

M

2 Mecanica Hamiltoniana

2.1 Equag¢des Candnicas

A existéncia de quantidades conservadas em certos problemas de Mecénica indica que
em alguns contextos seria mais interessante descrever um problema em termos de mo-
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Figura 7. Um péndulo duplo.

mentos generalizados do que em termos de velocidades generalizadas. Se o momento em
consideragdo é conservado, sua evolugdo se torna trivial e as equagdes sdo simplificadas.

A formulacdo Lagrangeana se dd em termos de uma fun¢do L(g,4,t), e queremos
agora obter uma nova fungdo H(q, p,t), onde p; é o momento canonicamente conjugado
a coordenada g;. Para descobrirmos como obter tal fun¢do H € ttil observarmos como L
depende de g e 4. Temos

oL oL .. oL
dL:ZaFm+25%@H7ﬁw. (2.1)

Utilizando a definigdo de momento canonicamente conjugado e as equagdes de Euler-
Lagrange, temos que

JL
dL = sz d&]i—FZPidC]i—l— gdf. (2.2)

Para remover a dependéncia em g; e substitui-la por uma dependéncia em p; podemos
utilizar a regra da cadeia para escrever

pidg; = d(pigi) — 4: dp; (2.3)

e concluir que

oL
d<L_Zpi‘7i> = ZP: dgi —Zq’i dp; + gdt. (2.4)

Logo, a fungdo L — ) ; pi4; substitui a dependéncia da Lagrangeana nas velocidades
generalizadas por dependéncia nos momentos generalizados. Comparando esta expressao
com as Egs. (1.70) e (1.81), vemos que definir

H(q,p,t) =} pidi — L (2.5)
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nos permite obter uma expressao que substitui a dependéncia nas velocidades por de-
pendéncia nos momentos e recupera a nogdo convencional de energia em certos casos
particulares. A fun¢do H assim definida é chamada de Hamiltoniana do sistema.

Note que existe uma diferenga entre a integral de Jacobi, /1, e a Hamiltoniana H:
a integral de Jacobi é fun¢do das velocidades, enquanto a Hamiltoniana é funcdo dos
momentos.

Exercicio 40:
Considere uma particula de massa m se movendo sob a agdo de um potencial V (g, t).
Obtenha a Hamiltoniana do sistema em coordenadas cartesianas, cilindricas e esféricas.

M
Das Egs. (2.4) e (2.5) vemos que
. . oL
dH:—ZPid%ﬂLZ%dPi—gdt, (2.6)
donde seguem as chamadas equagdes candnicas de Hamilton
oH . OoH ~~ oH  JL
8711- = —Pi, 37]91 = +4qi, 5 = ot (2-7)

Exercicio 41:
Seja H(g, p,t) a Hamiltoniana de um sistema fisico. Utilize as equagdes canonicas

para mostrar que
dH oH
e

* Exercicio 42:

Mostre que o Principio de Hamilton e as equagdes canonicas de Hamilton sdo equi-
valentes. Para fazer isto, é til reescrever a Lagrangeana em termos da Hamiltoniana na
expressdo da agdo. B

Esta transformacdo que substitui uma func¢do L que depende de 4; por uma nova
funcdo H que depende de p; = gT}Li com §; = g—g é conhecido com transformagdo de

Legendre, e ocorre em outras dreas da Fisica além da Mecénica Cléssica.

Exercicio 43:

Na Termodindmica, a energia interna U de um gas com nimero de particulas constante
estd relacionada a sua temperatura T, entropia* S, pressdo p e volume V por meio da
expressao

dU = TdS — pdV. (2.9)

Note que a energia interna é fun¢do da entropia e do volume do gas: U = U(S, V).

* A entropia pode ser interpretada, a grosso modo, como uma medida da desorganizagao do sistema, mas
isso ndo é realmente relevante para este problema.
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Experimentalmente, ndo é simples medir a entropia do sistema, mas é muito mais
simples medir sua temperatura. Por isso, € ttil fazer uma transformacao de Legendre para
obter a energia livre de Helmholtz, F, que satisfaz

dF = —SdT — pdV. (2.10)

O estudo de outros processos pode ser simplificado ao considerar a pressdao p como
varidvel no lugar do volume V. Processos que ocorrem a pressdo constante, como processos
que ocorrem a pressdo atmosférica, terdo um tratamento simplificado. Assim, introduz-se
a entalpia H, que satisfaz

dH = TdS + Vdp. (2.11)

Por fim, podemos ainda nos interessar em ter como varidveis a pressdo p e a tempera-
tura T. Isso motiva a definicdo da energia livre de Gibbs, G, que satisfaz

dG = -SdT + Vdp. (2.12)
Obtenha as expressdes para F, H e G em termosde U, T, S, pe V. M

2.2 Espaco de Fases

A formulacdo das equagdes de movimento na forma das equagdes nos permite explorar
um novo maquindrio para a solucdo de problemas mecanicos: o espago de fases.

O espago de configuragdes descreve apenas as posi¢des do sistema. O espago de
fases, por outro lado, é formado pelas 2n-uplas (q1,...,9u, p1,---,Pn), € cada ponto do
espaco descreve completamente um estado do sistema fisico. Se conhecermos a posicao e
momento de todas as particulas do sistema num dado instante, somos capazes de prever
sua evolucdo utilizando as equagdes candnicas.

Por simplicidade, consideremos um sistema com apenas um grau de liberdade: o
péndulo simples.

Exercicio 44:
Mostre que a Hamiltoniana do péndulo simples de comprimento / e massa m é

2

__r _
H(q p,t) = 5 75 —mglcosy, (2.13)
onde g é o angulo que o péndulo faz com a vertical e p é o momento canonicamente
conjugado a g. Obtenha as equagdes de movimento. B

Faremos a discussao de modo geral, recorrendo ao péndulo simples quando desejar-
mos visualizar exemplos mais concretos.
As equacgdes candnicas nos informam que

. 9H
p__aq’
. 0H
1= o
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Isto nos sugere utilizar o método de Euler, como feito no Apéndice A. O deduziremos
novamente aqui, dado que o contexto é mais amplo.

Sabemos que dada uma fungéo f(t), podemos aproxima-la por uma reta por meio da
expressao

f(t) = f(to) + (t = to)f'(to) + O((t = t0)). (214)
Utilizando esta expressdo em conjunto com as equagdes candnicas, obtemos

p(t) = plto) - fj(a(tom(toxto)(t —to) + O((t— t0)?),

oH
1(t) = q(to) + 57 (alto), plto). fo) (£ — to) + O((t—t0)?).
Assim, utilizando as informagdes que temos em ty podemos obter a posigdo e momento

em t com erro proporcional a At = t — tg. Podemos iterar o procedimento para obter uma
solucdo numérica do sistema de equagdes diferenciais. Assim, temos

pltar) = pltn) = 5o (80, plta) )61+ O (8,
0(tre) = () + 5 (0(10), ), )0+ O (8.

Para o péndulo simples, temos

aa;l = %, %I; — mglsing. (2.15)

Podemos entdo usar estas expressdes para implementar o método de Euler nume-
ricamente e obter a solu¢do para o movimento do péndulo simples. Desta vez, é mais
interessante que utilizemos diversas condices iniciais a fim de sondar o espago de fases.
A estrutura qualitativa de todas as trajetérias possiveis no espago de fase é chamada de
retrato de fase.

Por simplicidade, tomemos unidades em que m = ¢ = | = 1% e tomemos condi¢des
iniciais variadas com g = 0 e diversos valores de p entre —3 e 3. Usaremos o passo
At = 0.0001. Uma implementacdo desta simulagdo em Python esta disponibilizada no
Subapéndice B.2, e o retrato de fase gerado est4 na Figura 8.

E natural perguntar-se se podemos obter um esbogo da Figura 8 sem recorrer a métodos
numéricos. A resposta é: sim, é possivel.

A Hamiltoniana H define um sistema dindmico no espago de fases. Ou seja, ela
determina a evolugdo temporal dos pontos no espago de fases. Sdo particularmente inte-
ressantes os chamados pontos fixos do sistema dindmico: aqueles cuja evolugdo consiste
em se manter parado.

Considere a origem na Figura 8, por exemplo. Ela corresponde ao estado de um
péndulo formando dngulo g = 0 com a vertical e momento p = 0. Naturalmente, o

*Caso esta frase lhe cause desconforto, veja a Subsubsecdo 2.2.1.
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Momento
(=)

Posicao

Figura 8. Retrato de fase para o movimento do péndulo simples em unidadescomm =g =1=1
e passo At = 0.0001. O cédigo em Python utilizado para gerar o gréfico estd disponibilizado no
Subapéndice B.2.

péndulo ndo comegard a se mover espontaneamente, e o retrato de fase reflete esse fato.
Este ponto demonstra ser especial, em certo sentido: os pontos ao seu redor se movem em
elipses que orbitam a origem.

Comecemos entdo estudando quais sdo estes pontos fixos. Queremos analisar os
pontos em que § = 0 e p = 0, dado que estas sdo as condi¢des suficientes e necessarias
para que o ponto permanega parado no espaco de fases. Para o péndulo simples, as
equagoes candnicas nos dizem que

p=0, N sing =0,

o )0 (2.16)

As curvas com sin g = 0 estdo ilustradas em laranja na Figura 9, enquanto a curva com
p = Oestd ilustrada em azul. Note que os pontos fixos sdo suas intersecgdes: (4, p) = (0,0)
e (q,p) = (£m,0). Note que g = +7 e g = — 7T representam o mesmo ponto fisico.

Para analisar o caminho no espago de fases, podemos considerar como se movem os
pontos que estdo sobre as curvas de derivadas nulasx.

Considere por exemplo a curva ¢ = 0, que tem sing = 0 e portanto p = 0. Tendo
p = 0, sabemos que um ponto sobre essa curva se moverd apenas na horizontal num
instante de tempo pequeno - por exemplo, ao calcularmos seu movimento utilizando o
método de Euler. O movimento na horizontal é descrito pela outra equagéo: § = p. Assim,
vemos que se o ponto tiver p > 0 ele se move para a direita. Se tiver p < 0, se move para a
esquerda. Isto esta ilustrado na Figura 9 pelas setas verdes. A andlise funciona de maneira
idéntica para as curvas g = £7r.

*Em inglés, estas curvas sdo chamadas de nuliclines, mas nao conhe¢o uma tradugdo do termo para
portugués. Por isso, as chamarei de curvas de derivadas nulas.
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Figura 9. Esbogo das curvas de derivadas nulas no espago de fases para o movimento do péndulo
simples em unidadescomm = g =1=1.

Resta analisarmos a curva p = 0, que tem 4§ = 0, e portanto o0 movimento de seus
pontos ocorre exclusivamente na vertical. Como p = —sing, vemos que para0 < g < 71
o ponto se move para baixo, e para —7 < g < 0 o ponto se move para cima. Isto também
estd ilustrado na Figura 9 com o auxilio de setas verdes.

O fluxo qualitativo no espago de fases pode entdo ser determinado a partir das setas
verdes. Vemos que na vizinhanga da origem os pontos tendem a rotacionar no sentido
horario. Na vizinhanga do ponto (7t,0), tem-se que os pontos comg > wep >0ouqg < 7
e p < 0 distanciam-se do ponto fixo, enquanto os pontoscom g > mep <O0oug < we
p > 0 aproximam-se do ponto fixo.

Esta é uma analise incompleta. Por exemplo, seria possivel que os pontos ao redor da
origem espiralassem para mais perto ou para mais longe da origem, e ndo fomos capazes de
prever isso com as curvas de derivadas nulas. Este tipo de andlise também € possivel, mas
envolve algumas técnicas de Algebra Linear. Aos interessados, recomendo as referéncias
[45, 50].

2.2.1 Unidades Naturais

Alguns leitores podem ter estranhado uma frase que utilizamos na pagina 40: “tomemos
unidadesem quem =g =1=1".

Escolher unidades de modo a simplificar constantes é uma pratica extremamente
comum em Fisica. A escolha de unidades é direito do fisico, dado que nada diz acerca
da natureza em si. No Sistema Internacional, pode ser que f6ssemos ter m = 0.739kg,
¢=98ms 2el = 0.322m. A principio, ndo precisamos nos preocupar com 0s nimeros,
pois podemos manté-los ocultos atrds de varidveis, m, g e [. Contudo, ainda somos for¢ados
a carregar estas variaveis.

Fagcamos pois o seguinte: ao invés de fazer as contas num sistema de unidades qual-
quer, escolhemos um particular que seja conveniente. Definimos que o comprimento [
vale exatamente 1 (adimensional), e de maneira andloga para m e g. Impor | = 1 significa
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que estamos tomando todos os comprimentos como sendo adimensionais. m = 1 toma
as massas como adimensionais. ¢ = 1 impde que dimensdes de tempo ao quadrado sdo
iguais a dimensdes de comprimento. Como o comprimento agora é adimensional, o tempo
também passou a ser.

Esta estranha convengdo elimina todas as constantes das expressdes. A Hamiltoniana
do péndulo, por exemplo, se torna simplesmente

2

H= % — cosq, (2.17)

que é muito mais simples de se ler.

A preocupagdo natural que surge é: como podemos obter o resultado num sistema de
unidades arbitrario? Estamos confinados a utilizar este sistema artificial?

Nao! Podemos obter novamente as expressdes com 11, g, | por meio de anélise dimen-
sional!

Exercicio 45:
Considere a Hamiltoniana

p?
H = " —cosg. (2.18)

2

Sabemos que uma Hamiltoniana precisa ter dimensées de energia, i.e., [H] = ML2T 2,
onde M denota dimensdo de massa, L dimensao de comprimento e T dimensao de tempo.
Como se trata da Hamiltoniana de um péndulo, sabemos que g é um angulo. Utilize as
equagdes de Hamilton para obter a dimensdo de p. Utilize anélise dimensional para obter
qual a combinagdo de coeficientes m,g,! deve multiplicar p? para obter um termo com
unidades de energia. a combinacdo de coeficientes m,g,! deve multiplicar cos g para obter
um termo com unidades de energia. M

Note que este processo s6 foi possivel porque as constantes que escolhemos fixar o
permitiam. Se o problema ainda dependesse de uma quarta constante v com dimensdées
de velocidade, ndo a poderiamos fixar, pois ja teriamos utilizado todas as dimensdes
disponiveis. Uma velocidade é composta de dimensdes de comprimento e tempo, e ao
impor ¢ =1el = 1ja fixados as unidades de comprimento e tempo.

Isso pode ser tornado mais claro ao exemplificarmos.

Em Eletromagnetismo, lida-se frequentemente com a permissividade elétrica do va-
cuo, €. Ela ocorre na Lei de Coulomb que dita a forga de atragdo entre duas cargas
elétricas:

1 4Q.
= —. 2.19
47eg »2 ( )

Seu valor no Sistema Internacional de Unidades é aproximadamente ey ~ 8.854 x 107 2Fm1,
o que é uma medida de quanto o campo elétrico é capaz de permear o vacuo. Em termos

de unidades base do SI, 1F = 1s* A2m2kg~!. Outra constante relevante ¢ a carga do
elétron e, cujo valor aproximado é e ~ 1.602 x 10719 Ass.
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Como €y ocorre em essencialmente todas as expressdes envolvendo Eletromagne-
tismo, é relativamente comum tomar unidades com €y = 1. Esta convencao faz parte das
chamadas unidades de Heaviside-Lorentz*. Devido ao fator de 47%0 na Lei de Coulomb,
alguns fisicos preferem tomar €y = ﬁ, que remove o fator de 47t da Lei de Coulomb, mas
insere um fator nas Leis de Maxwell — as equagdes fundamentais do Eletromagnetismo.
Esta prescricdo faz parte das chamadas unidades Gaussianas.

Note que impor eg = 1ouey = ﬁ fixa a unidade de corrente elétrica (ou carga elétrica,
dado que corrente é carga por unidade de tempo) e passa a expressar dimensdes de carga
em termos de dimensdes de massa, comprimento, e tempo.

Exercicio 46:
Mostre que ao tomar €y = 1 a carga do elétron se escreve como

e =5384 x 10 ¥ m*>?kg!/2s71, (2.20)
54

Uma constante fundamental que ocorre na Mecanica Quantica é 7 (1é-se h barra, ou h
cortado). Seu valor é aproximadamente /1 ~ 1.055 x 1073*Js. Note que 7 tem unidades
de momento angular, que coincidem com as unidades de a¢do, que coincidem com as
unidades de drea no espaco de fase para um sistema com um grau de liberdade. Todas
estas sdo formas tteis de interpretar /1. Os valores que o momento angular pode assumir
em sistemas quanticos sdo sempre multiplos inteiros ou semi-inteiros de 7. Além disso,
sistemas cuja acdo S é tal que S > h deixam de apresentar efeitos quanticos. Por fim,
i pode ser entendido como uma medida da granularidade do espago de fases devida a
efeitos quanticos.

Em Relatividade Restrita, uma constante fundamental importantissima é a velocidade
da luz do vécuo, ¢, que vale aproximadamente ¢ &~ 2.998 x 108 ms~!. Esta é a velocidade
limite de propagacdo de informagdo no Universo e, como consequéncia, ndo é possivel
que qualquer corpo massivo viaje em velocidade maior ou igual a da luz, e particulas sem
massa sempre viajam na velocidade da luzf.

Em diversas Teorias Quanticas de Campos — como por exemplo o Modelo Padrao da
Fisica de Particulas — une-se a Mecéanica Quantica a Relatividade Restrita} e tanto 7 quando
c passam a ser constantes relevantes. Como essencialmente todas as equagdes passam a
envolver c e i, é incrivelmente conveniente tomarmos unidades em que 7 = ¢ = 1. Em
teorias que englobam o Eletromagnetismo, como a Eletrodindmica Quantica, segue sendo
comum a prescricao g = 1.

*As unidades de Heaviside-Lorentz também redefinem as unidades do campo magnético para que tenha
a mesma dimensao que o campo elétrico, o que ndo ocorre no SIL.

1E possivel estender a teoria para abarcar os chamados tdquions, que sdo particulas hipotéticas que
viajariam sempre em velocidade superluminosa, mas ndo entraremos nestes assuntos aqui por falta de conhe-
cimento do autor.

tRelatividade Restrita, ndo Relatividade Geral. Unir Mecanica Quantica e Relatividade Geral de maneira
consistente e para energias arbitrariamente altas é possivelmente o maior problema em aberto na Fisica Tedrica.
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Exercicio 47:
Mostre que a quantidade
1 e?
‘= 47'[6() %’

(2.21)

conhecida como constante de estrutura fina, é adimensional, e portando independe do
sistema de unidadesx. Y

O valor de a é aproximadamente & ~ %, e « ocorre, por exemplo, em célculos
envolvendo os niveis de energia da estrutura fina do atomo de hidrogénio.
Partindo do SI e tomando unidades com €y = 1 = ¢ = 1, vemos que

e2

= 2.22
n= (2.22)

Assim, ndo podemos continuar o processo e tomar e = 1: e é incapaz de fixar novas
dimensdes. 7 = 1 fixa unidades de energia como sendo inversas as unidades de tempo.
¢ = 1 fixa unidades de comprimento como sendo iguais as de tempo e, como consequéncia,
unidades de massa como sendo iguais as de energia. g = 1, como vimos, fixa a unidade
de carga elétrica em termos de unidades mecanicas. Ao tomar todas estas prescrigdes,
fixamos as relagdes entre todas as unidades na expressdo de e e ocorre um cancelamento
que torna e adimensional, nos impedindo de fixa-lo.

A convengdo €g = 1 = c = 1 é preferida dos fisicos de particulas, e permite que todas
as unidades mecanicas e eletromagnéticas sejam expressas em elétrons-volt — a energia
que um elétron ganha ao atravessar uma diferenca de potencial de um Volt. Em ntimeros,
1eV ~ 1.602 x 10~ ]. Assim, a massa do elétron é aproximadamente m, ~ 511keV, a do
préton m, ~ 938 MeV e a do béson de Higgs mpy ~ 125GeV.

Note que a imposi¢do de i = ¢ = 1 nos permite interpretar estas massas de outra
forma: como comprimentos. Sabemos que unidades de energia e de comprimento sdo
inversas, e portanto eventos com altas energias ocorrem a comprimentos mintisculos. A
energia de ligacdo do elétron ao atomo de hidrogénio é cerca de —13.6 eV, o que nos indica
a escala de energia da Fisica Atomica e Molecular. Conforme as energias crescem e nos
aproximamos da escala de 1 MeV, entra-se no dominio da Fisica Nuclear, e as escalas de
1 GeV em diante sdo usualmente de interessa da Fisica de Particulas Elementares.

Como a energia ainda ndo foi fixada, podemos seguir nosso processo de fixar cons-
tantes para tornar a massa adimensional. Isso é particularmente conveniente ao estudar
Gravitagdo Quantica, em que podemos fixar a constante da gravitagdo universal de Newton
impondo G = 1. Isto torna todas as unidades adimensionais.

E interessante observamos como a unidade fundamental de energia obtida ao impor
€0 = h = ¢ = G se escreve em elétrons-volt, pois ela nos d4 uma nogao sobre a escala
de energia em que a Gravitagdo Quantica se torna relevante. A este valor damos o nome
de energia de Planck. Ele vale mp = 1.221 x 10" GeV = 1.221 x 10* YeV. Iota é o tltimo
prefixodoSI,e1YeV =1 x 1024 eV.

*A menos, € claro, que se insira novas unidades além das do Sistema Internacional.
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Fisicos lidando com Mecanica Estatistica também apreciam fixar a constante de Boltz-
mann kg = 1. A constante de Boltzmann representa um fator de conversao entre escalas
de temperatura e energia, e portanto ocorre multiplicando a temperatura sempre que esti-
vermos lidando com energias. Seu valor no SI é cerca de kg ~ 1.38 x 1078 JK~1. Assim,
fixar kp = 1 significa tratar a temperatura em unidades de energia.

H4 ainda um outro motivo para utilizarmos estes sistemas de unidades naturais:
computadores ndo possuem precisdo arbitrdria. Ao lidar com ntiimeros muito grandes
ou muito pequenos em calculos numéricos, estamos sujeitos a erros computacionais de-
vido ao préprio computador ter dificuldade em lidar com niimeros envolvendo muitas
casas decimais, e isto é independentemente do algoritmo ou teoria que estejamos estu-
dando. Tomar unidades que normalizam as constantes fundamentais para 1 minimizam
os problemas devidos a erros numéricos.

Para uma excelente discussdo acerca do poder da anélise dimensional, uso de unidades
naturais, e como estes conceitos ocorrem em teorias que vao da Mecanica Classica a
Gravidade Quéantica, recomendo fortemente a leitura de [48].

2.2.2 Extincdo de Linguas

Os métodos aqui exemplificados podem ser usados em contextos muito mais diversos que
problemas de Mecanica Cléssica. [33] é um excelente curso acerca do estudo de fendmenos
nao-lineares em Biologia explorando técnicas semelhantes as aqui empregadas

Exemplificaremos como estas mesmas ideias podem ser exploradas em outras dreas
por meio do estudo da extingdo de linguas. A discussdo que segue é inspirada em [1] e no
Problema 2.3.6 de [45].

Suponha que em uma comunidade existam duas linguas, X e Y, coexistindo. Por
simplicidade, assumiremos as hipéteses simplificadoras de que todos os individuos fa-
lam ou X ou Y, mas ndo ambas. Assumimos ainda que todas as pessoas interagem da
mesma maneira - o que corresponde a assumir uma sociedade sem estrutura social ou
espacial. Pessoas em locais ou posi¢Oes sociais distantes tendem a interagir menos, e aqui
desprezamos estes efeitos.

Denotamos por x a porcentagem da populagdo que fala X. Como todas as pessoas
falam ou X ou Y, segue que a porcentagem da populacdo que fala Y é 1 — x. Denotaremos
por px_.y(x,s) a probabilidade por unidade de tempo de um falante de X passar a falar Y
(e portanto deixar de falar X, dado que ndo existem pessoas bilingues neste modelo). De
forma anéloga, py_,x(x,s) denota a probabilidade por unidade de tempo de um falante
de Y passar a falar X. Em ambos os casos, 0 < s < 1 é um pardmetro que representa o
status social da lingua X sobre Y: as vantagens econdmicas, sociais, etc que os falantes de
X tem sobre os falantes de Y. Por exemplo, pode ser que os falantes de X tenham mais
facilidade para obter emprego. As probabilidades p(x, s) sdo modeladas como fung¢des de
x, pois se X tem mais falantes, queremos que seja uma lingua mais atrativa.

Assume-se que ninguém se interessa em mudar para uma lingua sem falantes ou
sem status social. Assim, py_x(0,s) = 0 e py_x(x,0) = 0. Também assumimos que a

*Na verdade, foi assistindo a [33] que eu aprendi o método das nullclines para analisar o espago de fases.
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probabilidade que alguém passe a falar X cresce monotonicamente com x e s. Isso garante
que de fato uma lingua com mais falantes ou mais status social seja modelada como mais
atrativa.

Por fim, note que trocar x —+ 1 —xes — 1 — s é como trocar as linguas de lugar. Por
consequéncia, desejamos que px_,y(x,s) = py—x(1 —x,1 —s). Assumiremos, por fim,
que as fungdes p(x,s) sdo suaves.

Nestas condigdes, o modelo é descrito pela equagdo diferencial

= (1 —-x)py=x(x,5) — xpx_y(x,s). (2.23)

O primeiro termo descreve como a proporgédo de falantes de X cresce conforme falantes
de Y passam a falar X, enquanto o segundo termo descreve como a proporgdo de falantes
de X cai conforme falantes de X passam a falar Y.

Exercicio 48:
Mostre que x = 0 e x = 1 sdo pontos fixos do sistema dindmico dado pela Eq. (2.23),
i.e.,, mostre que X = Oparax =0oux = 1. M

Este resultado é pouco surpreendente, mas confirma nossa intui¢do. Se toda a popu-
lagdo fala uma tinica lingua, entdo ndo ha como outra lingua surgir espontaneamente.

Para prosseguir, vamos assumir uma forma particular para as probabilidades. Assu-
miremos que py_,x(x,s) = sx?, onde a > 1 é uma constante.

Exercicio 49:
Mostre que se py_,x(x,s) = sx?, entdo px_y(x,s) = (1 —s)(1 — x)". X

Isto nos conduz ao novo sistema dindmico descrito pela equacao
x=s(1—x)x"—(1—s)x(1—x)" (2.24)

Nossa experiéncia com o péndulo simples sugere que comecemos buscando pelos
pontos fixos do sistema dindmico. O Exercicio 48 nos diz que x = 0 e x = 1 sdo pontos
fixos, mas ainda é possivel que exista um terceiro.

Buscamos valores de x que anulem a Eq. (2.24). Logo, tem-se

s(1—x)x} s)x. (1 — ),

fil s)(1—x)",
1x*x )1
1;;* - (1—5)1

e 2.25
X 1—|—K ( )

(1-
(1-

| |
A/

K,

onde utilizamos, na primeira passagem, a hip6tese de que x # 0 e x # 1, dado que ja
sabemos que estes sdo pontos fixos.
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0.05+

Figura 10. Gréfico de ¥ em funcédo de x para o modelo de Abrams-Strogatz da extingdo de uma
lingua com paradmetros s = 0.5 e 2 = 3. Como x é positivo para x > 0.5 e negativo para x < 0.5,
tem-se que os pontos fixos x = 0 e x = 1 sdo estdveis, mas o terceiro ponto fixo, x, = 0.5, é instavel.

Podemos agora analisar a estabilidade dos pontos fixos. E instrutivo o fazermos a
principio por um método grafico por duas razdes:

i. obter intui¢do sobre o procedimento;
ii. nem todo problema permitird que analisemos a estabilidade de maneira analitica.

Consideremos entdo o grafico de ¥ em fungdo de x exposto na Figura 10, que toma
s=05ea=23.
Note que, para estes valores de s e a, temos que a Eq. (2.25) fornece

05 \31
= <1—0.5> ’

=1, (2.26)

e portanto

1
Y (2.27)
o que concorda com o gréfico de x por x.

Pelo gréfico, vemos que para x > 0.5 a derivada x é positiva. Logo, se x(t) > 0.5
para algum instante de tempo ¢, a tendéncia é que para t + At tenha-se x(t + At) > x(t).
Na regido com x > 0.5 os pontos tendem a ir cada vez mais na direcdo de x = 1. Isto
é representado na Figura 10 com uma seta laranja. Logo, x = 1 é um ponto estavel:
pequenas perturbagdes ao redor de x = 1 fazem com que o sistema retorne ao estado
x=1.

De maneira andloga, conclui-se que pontos com x < 0.5 tendem a se mover cada vez
mais na dire¢do de x = 0, o que é representado na Figura 10 por uma segunda seta laranja.
Concluimos que x = 0 também é estavel.

—48 -



Por fim, note que pequenas perturbagdes em torno de x, = 0.5 fazem com que o
sistema dindmico se afaste de x, = 0.5 e vd em direcdo a x = 0 ou x = 1. Logo, x, = 0.5¢é
um ponto fixo instavel.

A Figura 10 nos permite converter esta analise qualitativa numa afirmacao algébrica.
Como estamos estudando x como fungao de x, denotemos sua dependéncia funcional por

f(x), onde
flx)=s(1—x)x"—(1—s)x(1—x)* (2.28)
e a Eq. (2.24) se escreve como

%= f(x). (2.29)

Percebe-se que os pontos estaveis sdo aqueles em que f(x) é estritamente decrescentes.
De fato, suponha que x seja algum ponto fixo do sistema x = f(x). Para que x, seja estavel,
requer-se que, para uma pequena perturbacdo € > 0, f(xo+€) < 0e f(xg—€) > 0, de
modo que o sistema sempre retorne ao estado original xy. Para que f seja estritamente
decrescente em x, é suficiente que f’(xp) < 0. Um argumento semelhante mostra que f
ser estritamente crescente em x( implica que o ponto xp € um ponto fixo instavel.

Isto nos permite analisar o caso geral com s e a arbitrdrios. Diferenciando a Eq. (2.28)
temos

f(x) = —sx® 4 as(1—x)x" 1 — (1 —5)(1—x)" +a(1—s)x(1—x)""L (2.30)

Vé-se que a expressado estd bem definida pela hipétese de que a > 1.
Para x = 0 e x = 1 temos

f(0)=—-1-35)(1-x)"<0, f(1)=—sx"<0. (2.31)

Logo, os pontos fixos x = 0 e x = 1 sdo pontos fixos estaveis. Ou seja, se houve uma
pequena quantidade de falantes de uma lingua e uma gigantesca quantidade de falantes
de outra, a lingua mais falada tende a absorver os falantes da lingua menos falada, que
tende a extingao.

E possivel que duas linguas coexistam? Isso pode ser determinado estudando a
estabilidade do terceiro ponto fixo, x.. Se for estdvel, entdo é possivel que as duas linguas
coexistam em harmonia, pois flutuagdes no niimero de falantes fazem com que o sistema
volte a harmonia. No entanto, se o ponto fixo for instavel, qualquer flutuagdo mintscula
faz com que o sistema se mova na dire¢ao de extin¢do de uma das linguas.

Note que por mais que x. seja um ponto fixo, isso ndo é suficiente para garantir a con-
vivéncia harmoniosa das duas linguas, pois experimentalmente é, em geral, incrivelmente
dificil que o sistema se encontre exatamente no ponto fixo - especialmente pelo fato de que
o modelo é apenas um modelo efetivo, ndo uma descri¢do completa da realidade.

Suponha que f ndo é estritamente crescente em x,. Visto que f(x,) = 0, é preciso
que exista € > 0 com f(x. —€) > 0 ou f(x. +€) < 0. Ademais, podemos tomar € < x.

*Aqui estamos dizendo que “f é estritamente decrescente no ponto xy” para dizer que existe € > 0 tal que
f é estritamente decrescente em (xg — €, xg + €). O mesmo vale para o caso estritamente crescente.
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Suponhamos que f(x, —€) > 0. Como f(0) = 0e f'(0) < 0, existe § > 0, que pode ser
tomado tal que § < x. — €, com f(6) < 0. Pelo Teorema do Valor Intermediério, existe
yscomd < y, < x, —€ e f(y«) = 0. Contudo, sabemos que os tinicos pontos fixos do
sistema sdo x = 0, x = 1 e x,. Logo, a existéncia de y. é absurda, e concluimos que ndo
existe € > 0 com f(x, —€) > 0. De modo semelhante conclui-se que ndo hd € > 0 com
f(xx+€) <0. Os casos em que f(x, £ €) = 0 sdo ainda mais simples: tome y, = x, tee
pule para o final do argumento.

Desta forma, vemos que a hipétese de que f nao € estritamente crescente crescente em
xo é absurda, e portanto x( é ponto de equilibrio instavel.

Assim, vemos que ndo é possivel que duas linguas coexistam dentro do modelo de
Abrams-Strogatz. Nao podemos deixar de ressaltar que isso ndo necessariamente reflete
a realidade: é preciso comparar as previsdes do modelo com dados experimentais para
ver o qudo adequado ele é. Em particular, partimos de algumas hipéteses simplificadores
que podem ser muito ou pouco relevantes:

i. qudo desprezivel é a estratificagdo social?
ii. podemos desprezar a organizacdo espacial?
iii. a existéncia de pessoas bilingues afeta o resultado?

Todas estes sdo fatores que podem fazer com que as previsdes do modelondo condizam
com a realidade. Para o caso de Abrams-Strogatz, os autores fizeram uma comparagao das
previsdes com observagdes experimentais de linguas em processo de extingdo. Para mais
detalhes, veja [1].

2.3 Teorema do Virial

Consideremos uma funcéo f dependente do tempo. Definimos sua média temporal como

(fy=lm — [ f(t)dt, (2.32)
sempre que o limite existir.

Exercicio 50:
Seja f: R — R uma fungdo integravel e periddica de periodo T. Mostre que

=1 [ foa. 239)
M

Teorema [Virial]:

Considere um sistema mecdnico com n graus de liberdade descrito por coordenadas generali-
zadas q;, momentos generalizados p; e uma Hamiltoniana H(q, p,t). Se as fungdes q;(t) e p;(t)
forem limitadas e as médias temporais de ) _; qig—g ey, pig—g existirem separadamente, entdo

oH oH
<12qz-aqi> = <Zpiapi>. (2.34)

! U
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Demonstracdo:
Comecemos definindo

G(t) = Y ai(t)pi(t). (2.35)
Note que se g;(t) e p;(t) sdo limitados, entdo G(t) também o é. Perceba que
dG _ .
a Zﬂlilﬂz‘ + 25]1'}71‘/

oH oH
= — — i—. 2.36
}l:plapi };q 20, (2.36)
Assim,
dG oH oH
(&)= <Zpiapi—2qfaqi>- 237

ey . oH OH Ly 5
Se as médias temporais de } ; Qigg, © Y Pigp; existem separadamente, entdo

dG oH oH
<dt> = <12piapi> - <anq> (2.38)

Contudo, perceba que

T
<dG>zlim1 d—Gdt,

ﬁ T—00 2T —T dt
.. G(1) - G(—-1)
= Jm ———— (2.39)

Como G é limitada, o numerador é limitado. O denominador, no entanto, € ilimitado.

dG
<dt> =0 (2.40)

oH JoH
(Tod )= (Zed) i

Este resultado pode parecer sem muito interesse, mas possui consequéncias interes-
santes. Para nos aquecer, comecemos considerando um sistema de particulas sujeito a um

Assim,

e conclui-se que

potencial V(g).

Exercicio 51:
Mostre que a Hamiltoniana de um sistema de particulas sujeito a um potencial V (g)
é dada em coordenadas cartesianas por

2
H(gpt) =Y % V(). (2.42)

M
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Note que, em coordenadas cartesianas,

OH _ aT

TR T (2.43)

Exercicio 52:

Considere um sistema de particulas sujeito a um potencial V(g). Mostre que, em
coordenadas cartesianas, a energia cinética é uma fungdo homogénea de grau 2 com
relacdo aos momentos generalizados. M

Assim, vemos que, pelo Teorema de Euler para Fun¢gdes Homogéneas, em coordenadas

cartesianas tem-se
oH oT
<Z,:plapz> = <Xl:plapz> ,

= 2(T). (2.44)

O Teorema do Virial* nos permite entdo concluir que, para um tal sistema,

2(T) = <Zqigi>. (2.45)

Note, porém, que em coordenadas cartesianas tem-se

oH 1%
<;qiaqi> = <anq> (2.46)

Tomemos pois o caso particular em que V' é uma funcdo homogénea de grau r nas
coordenadas cartesianas g;. Entdo, pelo Teorema de Euler para Fun¢ées Homogéneas,

2(T) =7 (V). (2.47)

Neste sistema, temos H = T + V, e portanto podemos reescrever o resultado acima
relacionando a Hamiltoniana com a energia cinética ou potencial.

Exercicio 53:
Mostre que para um sistema sob a acdo de um potencial V(g) homogéneo de grau r
nas coordenadas cartesianas valem as expressdes

2+r 2
(H) = (1), (V)= (H)- (2.48)
r 2+r
M
Como neste sistema temos aa—ft{, sabemos que 41 = 0 e portanto (H) = H. Logo,
2+r 2
H = TY, V) = 2.49
L), vy = 2.49)
*Virial ndo é uma pessoa. A quantidade V = —}; qig—f’_ é uma generalizagdo do chamado virial de

Clausius, e dai segue o nome do teorema.
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Para o oscilador harmonico simplesx, V(q) = %, e portanto V é homogéneo de grau
2. Assim, o Teorema do Virial implica que (T) = (V).

Para uma interacdo Newtoniana ou Coulombiana, temos V(r) = %, onde r é a distancia
a origem, dada em termos das coordenadas cartesianas por r = /x? 4+ y% + z2. Logo, V é
homogénea de grau —1 e seguem que

2(T) = —(V), H=—(T). (2.50)

Como T é sempre positiva, vemos que isto implica que a energia é sempre negativa.

Isto € um resultado curioso. Nao podemos fornecer mais energia para o sistema? Na
verdade, podemos, mas ndo podemos nos esquecer que as hipéteses do Teorema do Virial
inclufam supor que as fungdes g;(t) e p;(t) sdo limitadas. Caso esta hipotese falhe, ndo
temos garantia de que o resultado vale. No caso, nés concluimos que a energia é sempre
negativa para movimentos limitados, o que é correto. Contudo, para energias nulas ou
positivas, 0 movimento passa a ser ilimitado e o Teorema do Virial deixa de valer. Para
ver isto, faga o Exercicio 98, pagina 122.

2.3.1 Gases Ideais

Uma aplicagdo possivel do Teorema do Virial é a deducdo da Lei dos Gases Perfeitos.
Para tal, precisamos tomar emprestado um resultado da Mecanica Estatistica: o teorema
de equiparticdo de energia. Suponha que um sistema de N particulas é descrito por
um Hamiltoniano H(qg, p). Para nossos propositos, ele pode ser enunciado de maneira
simplificada como “Todo termo quadratico na expressdo para a energia cinética T de um
sistema em equilibrio termodindmico contribui com um fator de 1kz® para a energia
cinética média do sistema, onde ® € a temperatura absoluta do sistema e kp é a constante
de Boltzmann.”

Consideremos um géas ideal composto por N particulas de massa m restrito a uma
caixa de volume V. Um tal sistema é descrito pela Hamiltoniana

Higp) — 3 Il -
1P) = Ly, HUG@), (251)

onde U é um potencial dependendo das posicdes que restringe as particulas a caixa. A
hipétese do gas ideal assume que a interacdo entre as particulas é desprezivel.
Pelo teorema de equiparti¢do de energia temos

(T) = ;ng@, (2.52)

onde o fator 3 é devido ao fato que a cada particula estdo associados 3 fatores quadraticos:
as 3 componentes cartesianas do momento.
Assim, a Eq. (2.45) se torna

3N
Zqia—H = 3NkzO. (2.53)
= oai

*Por exemplo, um sistema massa-mola, como o descrito no Apéndice A.
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Pela Eq. (2.51), vemos que

3N oOH

qu Zra v.U,
= Z:raé -V u

=Y r.F, (2.54)

onde F, denota a forga agindo sobre a particula «.
Como as forcas agindo sobre as particulas ocorrem apenas nas paredes da caixa,
podemos reescrever esta equacdo como uma integral de superficie

—Zra-Fa:—j{Sr-dF. (2.55)

A integral acima é feita ndo em um intervalo na reta real, mas em uma superficie
bidimensional mergulhada em trés dimensdes. Estamos integrando sobre as paredes da
caixa. Em cada ponto, tomamos o produto escalar da posicdo em que estamos com a
pequena forca dF que age sobre uma particula que esteja naquele local e entdo “somamos”
todas estas contribuigdes ao longo de toda a superficie da caixa. O sinal ¢ usado no lugar
de [ simplesmente denota que a superficie é fechada, como uma casca esférica, ao invés
de aberta como uma calota. S denota a superficie da caixa.

A forga nas paredes sempre aponta para dentro da superficie e sempre é ortogonal a
superficie, dado que as particulas sio mantidas no interior da caixa. Podemos escrever a
forca em termos de uma pressao p na forma

—dF = pads, (2.56)

onde dS é um elemento de superficie e fi é o vetor unitdrio que em todo ponto aponta para
o exterior da superficie e € a ela ortogonal. Assumimos
Desta forma, temos entdo que

3N
<quaH>:p£r-ﬁds. (2.57)

9q;

Para calcular a integral utilizaremos o chamado Teorema de Gauss*, que afirma que,
dada uma funcdo F: R® — IR3 e sob certas condicdes,

j{F-ﬁdS:/V-FdV, (2.58)
S 14

onde V' é o volume encapsulado pela superficie S. Isto pode parecer um resultado com-
plicado, mas é mais simples do que aparenta: é apenas uma generalizagdo do Teorema
Fundamental do Célculo.

* Também conhecido como Teorema da Divergéncia, Teorema de Stokes, Teorema de Ostrogradskii, entre
outros.
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Estamos trabalhando em trés dimensdes, o que faz com os teoremas soem mais com-
plicados do que realmente sdo. Em uma dimensdo, um volume é o comprimento de um
intervalo. A superficie que o enclausura sdo as fronteiras do intervalo. Por exemplo, para
um intervalo [4, b], a “superficie” que o enclausura é formada pelos pontos a e b. O vetor
unitario fi sempre aponta para fora, entdo ele é negativo em a e positivo em b. Na reta, um
vetor é apenas um niimero real. FInalmente, o divergente se torna uma simples derivada.
Logo, na reta tem-se que a Eq. (2.58) se escreve

‘b dF

F(b) — F(a) = & dx, (2.59)

que é o Teorema Fundamental do Calculo em sua forma usual.
Para nosso caso particular, temos

3N oH .
<quaql> —pjgr-ndS,
= V .rdV,
e

:3p/ dv,
1%

=3pV, (2.60)
onde V denota o volume da caixa. Utilizando este resultado e a Eq. (2.53) temos entdo que
pV = Nkgp©, (2.61)

que é a Lei dos Gases Ideias.
Para mais informagGes sobre Mecéanica Estatistica, recomendo a leitura de [36], num
nivel mais introdutério, ou [24, 42] num nivel um pouco mais avangado.

2.4 Colchetes de Poisson

Suponha que um certo sistema mecanico é descrito por uma Hamiltoniana H(q, p,f) e
vocé deseja obter a evolugdo temporal de alguma quantidade f(g, p, t) que é fungdo das
coordenadas e momentos. A primeira tentativa poderia ser utilizar a regra da cadeia para
escrever

f of
dt anl ” pit = (2.62)

Utilizando as equagdes candnicas, tem-se

Zﬂa—H—a—HﬁJrg. (2.63)

dt aql apl aql apl ot

Esta expressdo nos sugere definir

{f'H}q,pZZafiaH.—aH% (2.64)
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e entdo escrever, agora numa notagdo mais compacta,

df _ of
9= {f H},,+ 5 (2.65)

A Eq. (2.64) define o colchete de Poisson* de f e H. A defini¢do é mais ampla que
apenas para uma fung¢do e uma Hamiltoniana. Dadas duas fun¢des f(q,p,t) e g(q,p,t),
definimos seu colchete de Poisson { f, g} q,p de modo analogo. Quando as coordenadas e
momentos g, p estiverem subentendidas pelo contexto serd comum denotarmos simples-

mente {f,g}.

Exercicio 54:
Mostre que as equagdes candnicas se escrevem em termos dos colchetes de Poisson
como

gi =1{qi,H}, pi={pi H}. (2.66)
Y

* Exercicio 55:
Sejam f(q,p,t),g(q, v, t) eh(q, p, t) fungdes das coordenadas, momentos e tempo. Seja
A € R. Mostre as seguintes propriedades do colchete de Poisson:

i. {f,¢)} = —{g f} (anticomutatividade);

i {f,A}=0;

iii. {f+Ag,h} = {f,h} + A{g h} (linearidade);

iv. {fg,h} = f{g,h} + {f,h}g (regra de Leibniz);

v. {f,{gh}}+{g {h f}}+{h{f g}} = 0 (identidade de Jacobi);
vi. 5{f.8y={Fsp+{£. %}
vii. {f,qi} = —35;
viii. {f,pi} = +3L.

Por fim, utilize as propriedades anteriores para mostrar que

~

{9i,9i} =0, {pipi} =0, {qipi} = b (2.67)
Estas trés ultimas identidades sdo conhecidas como colchetes fundamentais. Y

Este exercicio pode parecer incrivelmente entediante e inttil. Ndo opinarei sobre ser
tediante, mas ele possui consequéncias incrivelmente poderosas: agora podemos resolver
problemas de Mecanica apenas brincando com as propriedades algébricas do colchete de
Poisson.

* Também conhecido como paréntese de Poisson, ou Poisson bracket, em inglés. Alguns autores utilizam a
notacdo [f, H] ao invés de {f, H}.
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Uma das aplicagdes mais diretas e simples do colchete de Poisson € identificar se uma
dada fungédo das coordenadas e do tempo é uma constante do movimento. Suponha que f
dependa apenas das coordenadas e dos momentos, i.e., ndo possua dependéncia explicita
no tempo. Entado, pela Eq. (2.65), vemos que f é constante do movimento se, e somente se,

{f H} =0. (2.68)

Consideremos uma Hamiltoniana H (g, p, t) que ndo depende da coordenada g;. Uti-
lizando as propriedades do Exercicio 55, temos

{pi,H} = —{H,p;} (Propriedadei.), ,
= - —H (Propriedade viii.),
=0, (2.69)

e portanto o momento p; é constante do movimento.

Mas este ndo é nenhum resultado novo! Poderiamos té-lo obtido diretamente das
equagdes canonicas. Fagamos algo mais dificil. Suponha que f(q,p,t) e g(q,p,t) sdo
constantes do movimento. Entdo veja que

SR8} = (U gh HY + 5 {f.8) (g 269),
= —{H,{f,g1} + 5:{f.g} (Propriedade1),

= (£, {8, H)} + {8, (H.f}} + sH{f.g) (Propriedade ),

— LA N+ o N+ { G osf +{r %} Cropriedade i)

=—{{g. H}, f} +{{f, H} g} + {Z,g} — {?ﬁ,f} (Propriedade i.),

= _{{ng} + g‘g,f} + {{f,H} + ?)];,g} (Propriedade iii.),

= {f, {¢. H} + ?)é;} + {{f,H} + aajt(,g} (Propriedade i.),

_ { f,i&t'} n {‘3{, g} (Eq. (2.65)),

= {f,0} +{0,¢} (por hipétese),
=0 (Propriedade ii.). (2.70)

Logo, {f, g} é também constante do movimento, e fomos capazes de provar isso sem
calcular uma tnica derivada: bastaram as propriedades algébricas provadas no Exercicio
55.

24.1 Oscilador Harmoénico Simples e Colchetes de Poisson

Isso pode ainda néo ter lhe convencido do poder dos colchetes de Poisson. Vamos entdo
resolver o problema do oscilador harménico sem nos preocupar com equagdes diferenciais,
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integrais, ou quase nada de Calculo. De fato, no que segue bastam as propriedades dos
colchetes e Poisson e algum conhecimento sobre séries de Taylor. A Hamiltoniana do
oscilador harménico é

2 2
|
H(g,p) = . 7
@p) =5+ @.71)
Definimos, por simplicidade, w? = % Em breve perceberemos a utilidade desta

notagao.
Dadas condi¢des iniciais q(0) e p(0), desejamos obter a expressdo para q(t) num
instante arbitrdrio de tempo t. Podemos escrever q(t) em série de Taylor na forma

+oo yn . (n)
q(t) =Y, Fr0) qn,(o), (2.72)
n=0 '

onde g denota a n-ésima derivada de g.
Sabemos que § = {g, H}, entdo calculemos o colchete de Poisson de g com a Hamilto-
niana do oscilador harmoénico. Temos

2 2
_ o K .y
{9, H} = {q, o + > } (por hipétese),

_ 1 o0 koo .
= %{q, p } + 3 {q, q } (Propriedade iii.),
= %{q, pt+kq{q,q9} (Propriedadeiv.),

= % (colchetes fundamentais). (2.73)

Por completude, calculemos também o colchete de p com H. Tem-se
{p.H} = %{ p,p} +kq{p,q} (andlogo ao caso anterior),
=%Wm%%ﬂmﬁ(ﬁwm®®m,
= —kg (colchetes fundamentais). (2.74)
Podemos agora calcular as derivadas de 4. Veja que

q={q,H},

_F
=, (2.75)

e portanto 4§ ndo depende explicitamente do tempo. Logo, pela Eq. (2.65),

j={4,H},

= —wg. (2.76)
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4 também nao depende explicitamente do tempo, entdo podemos seguir iterando o
processo. De modo geral, ter-se-a

q(Zn) — (_1)11 anl
@n+1) _ (_q\n, 20 P
q =(—-1)'w - (2.77)

Estas expressdes certamente valem para os casos base n = 0: ¢ = g é verdade trivial-
mente e § = £ foi mostrado na Eq. (2.75). Para mostrar que valem no caso geral, seguimos
por indugdo.

Uma demonstragdo por indugdo funciona da seguinte maneira: suponha que vocé
esteja analisando uma propriedade de niimeros naturais P(n). Por exemplo, analisando
quais ntimeros naturais tornam a Eq. (2.77) verdadeira. Se esta propriedade valer para
n = 0 e for verdade que P(n) = P(n + 1) — ou seja, a propriedade valer para n implica a
propriedade valer para n + 1 — entdo a propriedade precisa valer para todos os naturais.
Isso é, de certa forma, intuitivo: P(0) implica P(1), que implica P(2), que implica P(3), e
assim por diante. Ja sabemos que a Eq. (2.77) vale para n = 0. Queremos agora assumir
que ela vale para algum natural qualquer n e provar que isso implica que ela valha para
n+1. Assim, a validade para n = 0 implica a validade paran = 1, que implica paran = 2,
etc.

Seja entdo 1 natural. Assumimos que 4" = (—1)"w?'q. Queremos provar que a
mesma expressdo vale para n + 1. Como (")
temos entdo que

ndo depende explicitamente do tempo,

q(2n+l) _ {q(Zn),H},
(—1)"w™{q, H},

n 2np
(=)™ . (2.78)

(2n)

Logo, se valer a expressdo para q'“""/, sabemos que também vale a expressdo para

g1, Isso é ttil, mas ndo o que queremos provar. Contudo, como ¢(?"+1) nao depende
explicitamente do tempo, notamos que
q(Z(n+1)) _ {q(2n+1)/H},
1
= (~1)"w?"{p, H},
— (_1)n+1w2n+1q. (2'79)

Logo, ao assumir que a primeira linha da Eq. (2.77) vale para algum natural n, somos
forcados a aceitar que ela também vale para n + 1. Como ela vale para n = 0, concluimos
que ela vale para todo natural n. Coincidentemente, ao longo da demonstra¢do vimos que
a validade da primeira linha para algum n implica a validade da segunda para o mesmo
n. Logo, a segunda linha também vale para todo natural 7.
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Com as expressoes da Eq. (2.77) em mdos, podemos reescrever a série de Taylor para
q(t). Temos agora
+o0 1 (71) 0
g =y, "0

n=0 '
+oo thq(Zn)(O) +o0 t2n+1q(2n+l)(0)

PR = e TR
v (D" (@) p(0) +Z°:° (=1)"(wt)?"*
(2n)! mw ‘= (2n+1)!

n=0

(2.80)

Estas sdo apenas as séries de Taylor para um cosseno e um seno! Assim, temos
0
q(t) = q(0) cos(wt) + F;Ew) sin(wt). (2.81)

2.4.2 Série de Lie

O procedimento anterior pode ser feito de maneira mais geral. Consideremos uma Hamil-
toniana independente do tempo H(q, p). Seja f (g, p) uma func¢do dependente das variaveis
candnicas* mas sem dependéncia explicita no tempo. Perceba que o colchete de Poisson
{f, H} também ndo pode depender explicitamente do tempo. Logo,

Cf _d o
B = G HY = (A H) Y, 282)

que também ndo pode depender explicitamente do tempo, e assim por diante. Logo, a
série de Taylor

q(t) = +Z°° g (0) (2.83)

|
n=0 n.

onde g é uma coordenada generalizadaf, pode ser escrita como

(t) = q(0) + {0, HYy + 5 {0, H}, Hyo ++ - 2584)

Por simplicidade, podemos definir o operador de Lie, Ly, por

Luf ={f H}, (2.85)
que entdo nos permite escrever
Too g pn L)
q(t) =Y fl?() (2.86)
n=0 :

que é conhecida como série de Lie.

«Por vezes nos referiremos deste modo as coordenadas e momentos generalizados de maneira coletiva.
TNote que ¢(t) ndo possui dependéncia explicita em t, apenas implicita. A dependéncia explicita de g é
apenas em ¢, que é por si s6 uma das varidveis sendo consideradas.
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Como
+o0 xn
X __
e¥ = n;] ot (2.87)

podemos definir a exponencial do operador de Lie por

400 4n pn
T e Ly

= ;} i (2.88)
e entdo escrever
q(t) = e'“1g(0). (2.89)

Este tipo de expressao é extremamente comum em Mecénica Quéntica, onde o opera-
dor e*“# é conhecido como operador de evolugao.

Embora nem sempre seja simples somar os termos da série de Lie como foi no caso do
oscilador harmonico, ela também pode ser empregada em outros problemas, que sao entdao
resolvidos sem a necessidade de mengao a equagdes diferenciais. Para mais exemplos, veja
[13] ou a secdo 8.7 de [29].

2.5 Transformag¢des Candnicas

Conforme foi visto no Exercicio 34, as equagdes de Euler-Lagrange sdo invariantes sob
transformagdes de coordenadas inversiveis. Estas transformagdes, da forma g — Q(g, 1),
sdo chamadas de transformagdes pontuais. No formalismo Lagrangeano, analisdvamos a
dindmica a partir do espago de configuragdes, que dispunha de n dimensdes num problema
com n graus de liberdade. No formalismo Hamiltoniano, estamos trabalhando no espago
de fases, que possui 2n dimensdes. Isto nos permite efetuar uma gama de transformagdes
consideravelmente maior.

Para estudar estas novas transformagdes, comecemos notando que podemos escrever
as equagOes candnicas de forma mais simétrica. Um estado no espago de fases é descrito
pelo vetor x = (q1,-.-,qn, P1,---,Pn)". Podemos introduzir a matriz simplética 2n x 2n,

definida como
01
= 2.
J (_1 0) (2.90)

€ escrever as equagées candnicas como

oH

X = K (2.91)
onde denota-se
T
OH _ (oH ~ oH oH  0H\T (2.92)
o0x o1 99," op1 oPn

Esta é conhecida como a forma simplética das equagdes candnicas. A palava “simplé-
tico” foi cunhada por Hermann Weyl, e significa entrelacado.
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Consideremos agora uma transformacao de variéveis x — y(x). Pela regra da cadeia,
sabemos que

2 ay iy (2.93)
Utilizando a Eq. (2.91), tem-se que
d aH
vi =L ai; Vo
Jik

d dy; oH
-y Wiy T (2.94)
ikl ax] axk ay,

Podemos nos livrar dos indices ao escrever esta expressdo em termos da matriz Jaco-
biana introduzida no Exercicio 8. Se a denotarmos por g—z, temos

_ Oy oyToH

3 x 3y (2.95)

Vemos entdo que a forma das equagdes candnicas é preservada pela transformacéo se
valer que

dy 9y’
ox~ ox =) (2.96)
pois nesta situagdo, a Eq. (2.95) se torna
. -0H
y=]J 3y (2.97)

que € idéntica, em forma, a Eq. (2.91).
Uma matriz Jacobiana que satisfaz a Eq. (2.96) é dita ser simplética. Transformacoes
de varidveis com matriz Jacobiana simplética sdo chamadas de transformagdes canonicas.
Nao se assuste se ndo conhecer muito bem como se pode calcular a matriz Jacobiana
de uma transformacgao ou algo semelhante. Podemos reformular esta condi¢do em termos
dos colchetes de Poisson.

Exercicio 56:
Sejam f(q,p,t) e g(q,p,t) funcdes das varidveis canonicas e do tempo. Mostre que
podemos escrever o colchete de Poisson de f e g como

if8t=5 %T gi (2.98)

M

Exercicio 57:
Mostre que dada uma fungdo f(x) e uma transformagdo de variaveis x — y(x) vale

of _dyTof
Ix = 9x 3y’ (2.99)
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Como, dadas duas matrizes A e B, (AB)T = BTAT, segue que

of T _
o0x

of "9y
- Jdy ox

(2.100)
>I4

Teorema:
Os colchetes de Poisson sdo invariantes sob transformagoes candnicas. Ademais, uma trans-
formagio q,p — Q, P é candnica se, e somente se, preservar os colchetes fundamentais, i.e., se, e

somente se,
{Qi/Q]‘}q’p:O/ {Pilpj}q/pzol

{Q.p},, =d (2.101)

O
Demonstracdo:

Queremos mostrar que se a transformacéo ¢, p — Q, P for canonica, entdo {f, g}, , =
{f,8}qps Para quaisquer funcdes das varidveis canonicas e do tempo f(q, p, t), §(q,p, t).

Denotemos x = (g1, .., qn, P1,---,Pn)' €y = (Q1,...,Qn P1,..., Py)T. Temos, pelo Exer-
cicio 56,
T 0
{f. 8ty = aj): J ai (2.102)
Pelo Exercicio 57,
of Tdy dy'dg
== = 2.1
{f’ g}q,p ay axll aX ay ( 03)
Para uma transformacdo candnica, a matriz Jacobiana é simplética e temos
af ag
= {f/g}Q,P' (2.104)
Logo, os colchetes de Poisson sdo invariantes sob transformagdes candnicas.
Note agora que
9 0Q; 9Q;
g, 9
%: <a;7,f a%) (2.105)
Consequentemente,
9Q; 9Q; 0Q; P
- (ww) () (6 b)
ox~ 0x 3 op =0k 0 Pkl ﬁ
9Q; 9Q; 9Q; 9
op; ob; _9Q _op |’
dq; dp; 9, qj
Z,BQI-@_@@ Y 9Q; 9P, _ 9P, 0Q;
— ] aqj ap] q;j 9pj ] aq ap] 8‘7 ap]
Z,%@_@ﬂ Yy al@_ﬁal
] dq; dpj  9q; dp;  ~] 9q; dp;  9Iq; Ip;
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Por definicdo, uma transformacdo é candnica se, e somente se, sua matriz Jacobiana
for simplética. Logo, a transformacao g, p — Q, P é canonica se, e somente se,

DT ANE
ox ox
{QiQitgp {Qu Py, _ [ 0 da (2.107)
{Pi, Qi},p {Pi P}y, —0i1 0
Logo, a transformacgdo q, p — Q, P é candnica se, e somente se,
{Q.Qj},, =0 {PB}, =0, {QiP}, =3 (2.108)
como queriamos demonstrar. [

Vemos entdo que os indices ¢, p sdo de fato desnecessarios nos colchetes de Poisson.
Podemos calculd-los com relacdo a qualquer sistema de varidveis candnicas relacionado
por transformagdes candnicas ao sistema original. Ademais, vemos agora que ndo somos
obrigados a fazer calculos explicitos com as matrizes Jacobianas. Se assim desejarmos,
basta usar os colchetes de Poisson!

O leitor atento pode ter percebido que neste desenvolvimento, embora tenhamos
definido a nogdo de transformacdo candnica sem fazer mencdo a sua dependéncia no
tempox*, trabalhamos apenas com transformag¢des canonicas independentes do tempo
x — y(x). Estas na verdade sdo conhecidas como transformagdes canonicas restritas, e
podemos mostrar que o caso mais geral em que x — y(x,t), também preserva a forma
das equagdes candnicas, mas sob um preco. A Hamiltoniana H ndo serd mais dada
simplesmente pela mesma fun¢ao que tinhamos anteriormente escrita nas novas variaveis.
Havera alteragdes mais profundas. Desta vez, a transformacdo x — y(x, t) manterd a forma
das equagdes candnicas, mas substituird a Hamiltoniana H(x, t) por uma “Kamiltoniana”
K(y,t). Ou seja, para toda Hamiltoniana H(x, t) com

oH
ox’
a transformacdo x — y(x, t), se for canonica, serd tal que existe uma Kamiltoniana K(y, t)
com

(2.109)

X =

oK
y =J . 2.110
y=T5 (2.110)
O desenvolvimento é semelhante ao que fizemos até agora, mas com alguns detalhes

suplementares.
Comegamos das equagdes candnicas nas varidveis originais x. Pela regra da cadeia e
pelo Exercicio 57,

oy
- T ox’
ox. ox _dy'oH

*Definimos uma transformacao como sendo candnica sempre que sua matriz Jacobiana for simplética.
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Exercicio 58:

Mostre que
oxdy _

Gy ax (2.112)

Y
Assim,

ox,, ox _ dy'oH
ayY "ot~ Yox ay’
dyox _ dy dy'oH
Y+a7§ ax ox dy’
y dyToH dyodx

Ha? oy oaxat’

0H oxT_ox
Hax <8y+8y at>' (2.113)

No caso de uma transformagdo candnica, a matriz Jacobiana é simplética e vale que

BH oxT_ox
y = 11< 3y oy at>‘ (2.114)

Se pudermos escrever o termo em parénteses na forma para alguma Kamiltoniana
K, teremos mostrado que transformagdes candnicas gerais preservam aforma das equacdes
canoOnicas. Para isso é suficiente mostrar que o segundo termo dentro dos parénteses pode
ser escrito como a para algum I. Inserindo os indices, temos que o segundo termo é

axk axl

3y, — = 5 (2.115)

Como i é o tnico indice livre na expressdo, se houver I que se iguale a esse termo
teremos, necessariamente,

ol axk axl

ayl 3y, — = T (2.116)

Vemos entdo que uma condigdo suficiente para a existéncia de tal I € que

o [dxy. ox\ I P a axk ax,

Esta expressdo é equivalente a

axk a X] axk 8 X]

ay Matax; — ay; Moty
8 X OXg
~atax) Koy,

oxT_ 9%x 22x T_ox
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Assim, concluimos que uma condigdo suficiente para a existéncia de K para qualquer
Hamiltoniana previamente fornecida H é

9 [oxT_ax
8t<8y H8y> =0. (2.119)

Por sorte, estamos lidando com uma transformagao canénica. Assim,
dy oy’
Yy _y,
ox~ dx

oo

J oy ay - (2.120)
Exercicio 59:
Seja M uma matriz tal que
MJMT = J. (2.121)
Mostre que
MTJM =]J. (2.122)
M
Logo,
oxT_ox
= J—= 2.12
5y Vay =V (2.123)
e sendo J constante, é claro que
d
ﬁﬂl) = 0. (2.124)

Assim, é satisfeita a condicdo suficiente para a existéncia da Kamiltoniana, e vemos
que transformagdes candnicas preservam a forma das equagdes candnicas, mesmo no caso
em que a transformagdo depende do tempo.

2.5.1 Transformag¢des Candnicas Infinitesimais

Consideremos um caso particular de transformagdo candnica: uma transformagéo infini-
tesimal. Isto é, uma transformacao da forma

9 — Q(q,p,t) = qi +efi(q,p,t), pi— Pi(q,pt)=pit+egi(qpt) (2.125)

onde € é uma constante infinitesimal.
E conveniente, como sempre, trabalharmos em notagao simplética, denotando x =

([hz---anlpll---rPn)T/y = (Qll"'linpll"'IPn)Tlv = (fll---/fn/gll'”/gn)T- ASSim,
temos

y(x, t€) =x+ev(x,t). (2.126)
A matriz Jacobiana da transformagao é dado por
oy ov
5 = ltes . (2.127)
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Para que a transformacdo seja candnica, € preciso que sua matriz Jacobiana seja sim-
plética. Logo, queremos que

dy 9y’ _
&H& _]I/
ov ovT
(142 )y(1e2) s,
ov v’ ”
1+ea—xﬂ+eya—x +0(e) =7T. (2.128)

Como € estd sendo tomado como infinitesimal, podemos ignorar os termos com ordem
2

€” e superior. Isto nos conduz a condigao
ov ov7T
&H - _H& ’
ov ov’
& - H& ]II
v v,
ox  ox '
ov’
— 2V qT
I JT,
ov\T
= (7= . 2.12
(15) 2.129)
Em notac¢do com indices, temos
aU]' - aU]
]]'l]aixk - ]]'k]aixl/
J ;) = J ; 2.130
aTck(]Il]vJ) = aTci(ka”f)' (2.130)

0 que nos leva a concluir que existe uma fungdo G(g, p, t) com

dG

Jijv;j = "o
oG

HV - _87/
dG

Podemos interpretar a Eq. (2.126) como uma evolugao infinitesimal de x em termos
do pardmetro € e escrever

dx G
— =] 2.132
de ox ( )
G € conhecido como o gerador da transformacdo candnica infinitesimal. Perceba a
semelhanca da Eq. (2.132) e da Eq. (2.91). O gerador G pode ser interpretado como uma
“Hamiltoniana” que gera um “fluxo Hamiltoniano” no espaco de fases, guiando a evolu-

¢do do sistema ao longo do pardmetro €. De maneira anéloga, a evolugao temporal nada
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mais que é uma transformacdo canodnica gerada pela Hamiltoniana H. Contudo, até o
momento estamos lidando apenas com transformagoes infinitesimais. A evolugdo tempo-
ral em intervalos de tempos finitos pode ser compreendida em termos de transformagdes
candnicas?

Daremos a resposta em termos gerais, ao utilizar a Eq. (2.132) para generalizar alguns
dos resultados que obtivemos para a dindmica Hamiltoniana.

Exercicio 60:

Seja f (g, p, t) uma fungdo das varidveis canonicas e G(g, p) o gerador de uma transfor-
magdo candnica infinitesimal g, p, = Q, P parametrizada por €. Denotemos Lo f = {f, G}.
Mostre que

f(QP)=(1+¢€eLc)f(q,p) (2.133)
53

Podemos aplicar duas transformagdes candnicas consecutivas para obter

f(QP)=(1+eLs)(1+eLs)f(q,p) (2.134)

Podemos aplicar N transformagdes candnicas consecutivas para obter

FQP) = (1+eLe)Vf(g,p). (2.135)

Suponha agora que x seja um ntmero finito. Podemos obter uma transformacao finita
ao escrever € = §; e tomar o limite com N — co. Tem-se

f(Q P) = lim (1 + %ﬁG)Nf(q,p). (2.136)

Este é o limite fundamental para uma exponencial. Assim, podemos escrever formal-
mente (embora ndo necessariamente rigorosamente)

f(Q,P) =5 f(q, p). (2.137)

Expandindo a exponencial numa série de Taylor, temos que

+00 K" 1(1;
flx) = ZO - f(0), (2.138)

que nada mais é que a série de Lie para uma transformacdo candnica arbitraria. A versdao
que haviamos visto anteriormente nada mais que é um caso particular desta. Vé-se
pois que a evolugdo temporal finita nada mais é que composicdo de infinitas evolugées
infinitesimais.

Exercicio 61:

Considere a componente 2 do momento angular L, dada por L, = xp, — yp,. Consi-
dere uma transformagdo canonica gerada por L, e parametrizada por 6. Utilize a série de
Lie para mostrar que a transformagdo consiste de uma rotagao em torno do eixo 2. ey
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Exercicio 62:

Considere uma transformagdo candnica gerada pela componente Z do momento linear,
p-. Mostre, por meio da série de Lie, que uma transformagdo candnica gerada por p, é
uma translagdo no eixo 2. M

Exercicio 63:
O comutador de dois operadores A e B é definido como [A, B] = AB — BA. Sejam
X(q,p) e Y(q,p) fungdes das varidveis canonicas. Mostre que

[Lx, Ly] = Lixyy- (2.139)
B3

* Exercicio 64 [Rotacoes Comutam?]:

O simbolo de Levi-Civita, €;jx —onde , j, k assumem os valores 1,2, 3 — é definido como
sendo totalmente antissimétrico e por €123 = 1. Por ser totalmente antissimétrico, segue
que €213 = —1, outra troca de indices fornece que €23; = 1, e assim por diante. Note
que como €113 = —€113, €113 = 0. Assim, o simbolo de Levi-Civita vale zero se houver
repeti¢do de indices e as demais possibilidades sdo

€123 = €231 = €312 = 1,
€132 = €213 = €31 = — L. (2.140)

Mostre que

Zez‘jkeimn = (Sjmfskn - (Sjnfskm- (2.141)
i

Em coordenadas cartesianas, considere o vetor de momento angular L = r X p. Mostre
que suas componentes sdo dadas por

Li = Zei]-krjpk. (2142)
jk

Utilize as Eqs. (2.141) e (2.142) para mostrar que

{Li,Lj} = ;eijkLk. (2.143)
Utilize o Exercicio 63 para concluir que

L1, L] = Lreu, (2.144)

Isto pode parecer extremamente abstrato, entdo fagamos uma conexdo com o mundo
real. Em primeiro lugar, deixemos de usar os indices abstratos e escrevamos

Ly, Ly] =L, (2.145)

onde por simplicidade denotamos £, = L1, com defini¢des analogas para y e z.
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Figura 11. Pegue um livro. A partir de seu centro, escolha trés eixos X, e Z. Rotacionar o livro 90°
em torno de % e depois 90° em torno de § ndo é a mesma coisa que rotacionar 90° em torno de § e
depois 90° em torno de %.

\

Suponhamos que queiramos rotacionar as coordenadas de um sistema em 6 em torno
do eixo X e a seguir queremos rotacionar em ¢ em torno de §. Muito abstrato ainda?
Tornemos ainda mais concreto. Pegue um livro. A partir de seu centro, escolha trés eixos
X, ¥ e 2. Tomemos 6 = ¢ = 90°. Rotacionar o livro em torno de % e depois em torno de § é
a mesma coisa que rotacionar em torno de y e depois em torno de X? Veja a Figura 11.

Rotagoes finitas ndo comutam, e isso esté refletido na estrutura de colchetes de Poisson
do momento angular. A transformagdo que rotaciona  em torno de X e depois ¢ em torno
de ¥ é e?“ve?%x. J4 a transformagdo que rotaciona ¢ em torno de ¥ e depois § em torno de
% é efLxePLy. Como [Ly, L] = L #0,

eI ePly o4 oLyl (2.146)

O produto de exponenciais de operadores pode ser escrito em termos da Férmula de
Baker-Campbell-Hausdorff*, que afirma que

1 1 1
eXe¥ = exp <X +Y + S XY+ S X XY = S 1Y XY - > (2.147)
onde - - - denota outros comutadores (trés comutadores em diante) e estamos ignorando

completamente os problemas de convergéncia.
Utilizando a Férmula de BCH para o nosso problema de rotag¢des, vemos que

e0Lx oLy — exp <9£x +¢Ly + 974)52 + .- .>,

ePLyfLy — exp <9L’x +¢Ly — 974’/;2 4 -), (2.148)

+*Ou Férmula de BCH, para os intimos.
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e portanto rotagdes finitas ndo comutam. Suponha, no entanto, que ¢ e 6 sejam infinitesi-
mais, de modo que termos proporcionais a ¢, 0 ou ¢* sejam despreziveis. Entao

Exeter = (14 0L+ O(607)) (1 + 9Ly + O(¢7)),
0L+ oL, (2.149)

e da mesma maneira obtém-se
ePhvefls =14 0L, + gL, = ePExe?hy. (2.150)

Logo, rotagdes infinitesimais comutam, embora rotagdes finitas ndo o facam. Isso
possui um significado interessante: ndo podemos definir um vetor deslocamento angular,
pois se o fizéssemos, ndo teriamos 0, + By = By + 0y, visto que rotagoes finitas em torno
de X e em torno de § ndo comutam. No entanto, como rotag¢oes infinitesimais comutam,
podemos definir um vetor velocidade angular. B

Antes de prosseguirmos, é titil notarmos que transformacées canonicas infinitesimais
encontram uma descri¢do belissima em termos de Geometria Diferencial, onde o operador
de Lie L passa a ser entendido como uma derivada de Lie na dire¢do do campo vetorial
Hamiltoniano induzido pela func¢do escalar G. Na verdade, as formula¢des Lagrangeana e
Hamiltoniana da Mecénica Classica como um todo encontram uma descri¢do simples e rica
na Geometria Diferencial. Aos interessados, algumas referéncias que tratam a Mecanica
por esta abordagem sao [5, 23, 26].

2.5.2 Leis de Conservac¢do no Formalismo Hamiltoniano

O estudo de transformagdes candnicas nos permite abordar o Teorema de Noether de uma
maneira incrivelmente simples.

Suponha que a Hamiltoniana H(g, p) seja invariante sob a transformagdo canoénica
infinitesimal gerada por uma fungédo G(gq, p). Pelo Exercicio 60, temos que

LcH={H,G} =0 (2.151)

Como colchetes de Poisson anticomutam,

{H,G} =0. (2.152)
Assim,
dG
T 0. (2.153)

*O excelente livro [35] discute isso, mas sua demonstracdo, embora simples, é incorreta. Note que os
argumentos utilizados para mostrar que rotagdes infinitesimais comutam (Segéo 11.2) poderiam ser aplicados
sem alteracdo para rotagdes finitas e conduzir ao resultado falso de que rotagdes finitas comutam. O problema
estd no autor ter feito implicitamente a hipétese de que o deslocamento angular infinitesimal é um vetor
enquanto buscava provar que o deslocamento angular infinitesimal é um vetor.
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2.5.3 Colchetes de Lagrange e Fun¢des Geratrizes

Uma segunda ferramenta semelhante ao colchete de Poisson que se mostrara ttil no estudo
de transformacdes canonicas é o chamado colchete de Lagrange. Sejam g, p um conjunto
de variaveis canonicas que depende de parametros u, v (por exemplo, o tempo, ou outro
conjunto de varidveis candnicas). O colchete de Lagrange de u e v com relagdo a q,p é
definido por

_ ' 99:9pi _ 9q:9pi
[u, v]q,p = le 51 90 50 9 (2.154)

Exercicio 65:
Mostre que valem, para os colchetes de Lagrange, as seguintes relagdes:

i [wo],,=-loul,,;
ii. (g9 op =0
iii. [pi,pj]q,p =0;
iv. [qi pj] op = i 5
Exercicio 66:
Denotemos, como usual, X = (41, ... ,4n, P1,---,Pn)'- Mostre que
T
[w,0],, = gz gz (2.152

Teorema:
Uma transformagdo das varidveis candnicas q, p — Q(q, p,t), P(q, p, t) é uma transformagio
canonica se, e somente se,

991l p =0, [Pipilop =0, [qipilgp="3i (2.156)
para todo par de indices i e j e todo instante de tempo fixo t. 0

Demonstracdo:

Comecemos assumindo que ¢, p — Q(q, p,t), P(q, p, t) é candnica. Denotamos, como
usualmente, x = (41, ..., Gn, P1,---, Pu)' €y = (Q1,---,Qu, P1,..., P,)T.

Pelo Exercicio 66 e pela regra da cadeia, temos

Ty
9P 9u v’
_ dyToxT_oxay
= 5 3y Vay o (2.157)

[, 0]

Pela Eq. (2.123),

dyT dy
[u, U]q,p = @ H%/

= [u,0]q p- (2.158)
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Assim, os colchetes de Lagrange sdo invariantes sob transformagdes canodnicas, e
vemos do Exercicio 65 que

[9:]]0p =0, [Pipilop =0 [9pjlgp = i (2.159)

Resta provarmos o contradrio. Assumindo que valem os colchetes fundamentais dados
na Eq. (2.156), queremos provar que q, p — Q, P é transformacado candnica.
Note que podemos escrever a Eq. (2.156) de forma compacta como

[xi, %] o p = Jij- (2.160)
Usando o Exercicio 66,
dy T dy
aixi JI aixj - 1] ijs
ayT ay
2.161
2 )5 =1 (2.161)
Logo, a matriz Jacobiana da transformagao é simplética, e concluimos que a transfor-
macao é canodnica. [ |

A primeira vantagem deste resultado é nos fornecer um novo método para testar se
transformagdes sdo candnicas. Em algumas situagdes, pode ser mais simples analisar se o
Jacobiano é simplético. Em outros casos, é mais simples analisar os colchetes de Poisson, e
em outros pode ser mais simples analisar os colchetes de Lagrange. Contudo, os colchetes
de Lagrange possuem um interesse a mais no nosso caso.

Exercicio 67:
Usando o fato de que uma transformagédo ¢, p — Q(q, p,t), P(q, p,t) é canodnica se, e
somente se, satisfizer a Eq. (2.156), mostre que q,p — Q, P é canodnica se, e somente se,

valerem
an an .
dQk dQk
, 2.163
i (Z “op; ) I (Z “opi ) (2169
0 0Qk 0 0Qk
— P—=—p;| = — P—=]. (2.164)
i <; ‘g p’) 94 <; ¢ 8;%) -
A Eq. (2.162) serd vélida se, e somente se, houver uma fungdo W tal que
0Qr oWy
P pi = . (2.165)
Zk: k 9q; 0q;
De modo andlogo, a Eq. (2.163) equivale a existéncia de uma fungdo W, tal que
0Qk _ IW,
Z % i o (2.166)
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Por fim, a Eq. (2.164) fornece que W; = W, = W. Note que como a Eq. (2.156) vale
para um instante de tempo fixo, todas estas expressdes se referem a derivagdes mantendo
o instante de tempo fixo, e devemos considerar que W admite dependéncia temporal.

Vemos pois que, para um instante de tempo fixo,

) 0
dW:Z(ZPkﬁc—Pi>dql‘+2(zpkagé>dpi'
i \x % -\ P

d d
—m(z 2 g+ dem) L pidas,

= ZP{ dQl — pi dl]l . (2.167)
i

Ao permitir variagdo temporal, temos entdo

dW =) _P;dQ; — pidg; — Rdt. (2.168)

Isto nos permite caracterizar a transformagdo canénica em termos de W, que é chamada
de fungdo geratriz. Temos que

oW ow

Pi:TQ/ pZ:—aql

(2.169)

Resta entendermos o que é R na Eq. (2.168). Tomemos Q, P, t como varidveis inde-
pendentes. Temos

aqk oW ok aqk
, =P — , 2.170
Z k 90; ;pkaQi ap Z ( )

Exercicio 68:
Utilize a Eq. (2.170) e os fatos de que aatavg\g/ = aévgt e aa:avg = % para obter que

oR aR
M
Dos Exercicios 66 e 68 temos que
dR ox T dx JR dIxT _ox
- = === =, 2.172
0Q; 0Q; J at” 9P, 9P J ot ( )
Podemos combinar as duas expressdes numa sé ao escrever
T
9R = ox % (2.173)
dy dy ~ ot
Recordando a Eq. (2.114), concluimos que
' —]IE(H—J—R) (2.174)
y = 3y . .
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Pela Eq. (2.110) vemos que
K=H+R. (2.175)
Unindo esta informacdo a Eq. (2.168), vemos que
dW =) _P;dQ; — pidg; + (H — K) dt. (2.176)
i

Desta forma, dada uma fungdo W(qg, Q, t) podemos obter uma transformagao candnica
por meio das expressoes

p = <§W) , pi:_@W)  K=H-_ (?) @17
Qi/ g0 B/ q;(ii).Qt £y
Note que o sinal é uma convencdo, e podemos escolher o oposto sem punicdo. Em
geral, preferimos denotar F; = —W, de modo que
dF, = 2 pi dql — PdQ; + (K - H) dt (2.178)
i

pi:+<gpl> p—— (§F1> K= H+(aaF1) L @179
9i ) g5(j),Qt Qi/ o(ji)a t) Qg

O indice 1 ndo é acidental. Chamamos fungoes geratrizes da forma F; (q,Q,t) de
fungdes geratrizes do tipo 1. Podemos fazer transformagdes de Legendre para obter outros
tipos de fungdes geratrizes. Por exemplo, suponha que queiramos uma fungado geratriz da
forma F,(g, P, t). Entao notamos que

d <F1 + ZR‘Q:‘) =) pidg; — P;dQ; + P;dQ; + Q;dP; + (K — H) dt,
i i
dF, = Zpi dg; + Q;dP;+ (K— H)dt, (2.180)
i
onde definimos a fungdo geratriz do segundo tipo
Ex(q,P,t) = Fi(q,Q(q, P, 1), 1) + ZP Qi(q, P, 1), (2.181)
que satisfaz

n=+(52) a=(5) . k= H+(aaF2) 2182)
Qi / g;(j#i),Pt 1Bk !

Exercicio 69:
Por meio de transformagdes de Legendre, obtenha as fung¢des geratrizes do terceiro e
quarto tipos, que satisfazem

qi:_(gﬁ’»> o p—_ <ng> , K:H+<aap3> . (183)
PiJ pyi#i). Q1 Qi/ q(ji)p Eap

c’i:_@a) R (311;4) R (?) . @18y
Pi/ i) e /) B pt )by -
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Note que, para sistemas com mais de um grau de liberdade, ndo ha problema algum
em ter fungdes geratrizes mistas, como F (ql, P1,p1,Qo, t). Basta atentar-se ao sinais em
frente as derivadas.

Uma transformagao é candnica se, e somente se, admitir alguma fungdo geratriz. De
fato, alguns autores — como [16, 27, 29] — preferem definir transformagdes candnicas por
esta abordagem. A abordagem que seguimos se assemelha mais a tomada por [32, 47],
que enfatiza que as transformagdes candnicas preservam — na linguagem da Geometria
Diferencial — uma forma simplética, aqui representada pela matriz J.

Contudo, nem toda transformagdo candnica admite funcdes geratrizes de qualquer
tipo.

Exercicio 70:
Mostre que a funcao geratriz

Fy(q,P,t) =) Py (2.185)
i
gera a transformagdo canonica
pi=PF, qi=Qi K=H. (2.186)
M

A transformacdo identidade ndo admite uma fungao geratriz do tipo 1, por exemplo,
pois ela ndo permite que tomemos g e Q como varidveis independentes.

Exercicio 71:
Obtenha a transformacao canoénica descrita pela fungdo geratriz

1(9,Q,1) Zquz (2.187)
T

O Exercicio (71) ilustra que, do ponto de vista da Mecanica Hamiltoniana, momento e
coordenada sdo equivalentes, e podemos trocar um pelo outro sob o custo de um sinal.

2.5.4 Oscilador Harmoénico Simples e Transformagdes Candnicas

Um excelente teste de todo novo formalismo que desenvolvemos € resolver uma nova vez
o oscilador harménico. Tomemos mais uma vez sua Hamiltoniana. Inserindo k = mw?

ainda na Hamiltoniana por simplicidade, temos

2
P +qu

2.188
2m 2 ( )

H(q,p,t) =

Notando que as dimensdes de g e p sdo [q] = L e [p] = MLT !, escolhemos unidades
com m = w = 1. Podemos fazer isso, pois [m] = M e [w] = T~!, de modo que é possivel
fixar as duas constantes de maneira independente. Assim,

P
H(q pt) = 5+ (2.189)
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Faremos uma transformacdo canonica por tentativa e erro. Uma forma conveniente
para a Hamiltoniana seria uma particula livre, e portanto gostariamos que

PZ
que pode ser obtido considerando a transformagédo
p=PsinQ, q=PcosQ. (2.191)
Exercicio 72:
Mostre que a transformacdo dada na Eq. (2.191) ndo é candnica. M
Uma das formas de solucionar o Exercicio (72) é mostrando que [Q,P], , = —P, e

q9.p
portanto nossa tentativa de transformagdo candnica rende um sinal errado e um momento

a mais do que deveria. Tentemos entdo obter algo que ndo seja uma particula livre, mas
que forneca uma dinamica simples. Como queremos remover um momento, tentamos

H(Q,P,t) =P, (2.192)
que pode ser obtido com a transformagao
p=V2PsinQ, ¢q= V2PcosQ. (2.193)

Contudo, vimos que hd um sinal errado em nossa transformagdo. Podemos corrigir
este sinal ao trocar sin Q e cos Q na nossa tentativa de transformacao e escrever

p= \/ﬁcos Q, q= @sin Q. (2-194)

Exercicio 73:
Mostre que a transformagdo dada na Eq. (2.193) ndo é candnica, mas que a dada na
Eq. (2.194) é. 5

Assim, consideremos a transformacédo canonica dada na Eq. (2.194). A nova Hamil-
toniana é

H(Q P, t) =P, (2.195)

e as equagoOes candnicas se tornaram

. oH . O0oH
P——@— , Q=55=1 (2.196)
que, ao serem integradas, levam a
P(t) =Py, Q(t) =Qo+t, (2.197)

onde Py = P(0) e Qo = Q(0). Utilizando a transformacdo da Eq. (2.194), vemos que nas
coordenadas originais temos

p(t) = V2Pycos(Qo + 1), q(t) = v/2Pysin(Qo + ). (2.198)
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E conveniente expressarmos as solugdes em termos de gg = g(0) e po = p(0), ao invés
de Qg e Py. Um pouco de algebra e trigonometria fornece que

Py = Po + q—o, Qo = arctan(ZO). (2.199)
0

Logo,

qg(t) = \/p%+q%sin<arctan<p > +t>,

qo0

0

=\/P3+ 2sin(arctan(q()))c:osH—\/ 24+ 2cos(arc:tan(qo>>sim‘,
Po T 40 1o Po T 40 1o

= gocost + posint. (2.200)

Podemos agora restaurar as unidades arbitrdrias por andlise dimensional. g e g(t)
ja possuem a mesma dimensdo - [q] = L —, e portanto ndo devemos nos preocupar
com o coeficiente do primeiro termo. [pg] = MLT~!, e portanto deve ser multiplicado
por uma constante com dimensdes M~ !T. A tinica combinagdo de w e m com esta
dimenséo é (mw)fl. Por fim, os argumentos de senos e cossenos sdo angulos, e portanto
adimensionais. Como [t] = T, devemos multiplicd-lo por uma constante com dimens&o
T-1. A tnica opcao é w. Assim,

q(t) = go cos(wt) + nlz—fu sin(wt), (2.201)

que é precisamente a mesma expressao que obtivemos com os colchetes de Poisson (Eq.
(2.81)).

2.5.5 Meétodo de Euler-Cromer

O conhecimento da teoria das transformagdes canodnicas e do fato de que a evolugao
temporal é uma transformacdo candnica nos permite enxergar sob um novo angulo a
integracdo numérica das equacgdes de movimento de sistemas Hamiltonianos. Esta secdo
é apenas um esbogo sobre como transformagdes candnicas podem ser interessantes do
ponto de vista computacional, e tratamentos mais profundos sobre métodos numéricos
podem ser encontrados em [7, 49]. Em particular, uma discussdo acerca de integradores
simpléticos que serviu de referéncia para esta se¢do foi [51].

Consideremos mais uma vez a Hamiltoniana do oscilador harmoénico simples, to-
mando de antemdom = w = 1.

2 2
|
H="+—. 2.202
As equagdes candnicas fornecem

p=-—q, 4=p. (2.203)
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Exercicio 74:
Utilize as Egs. (2.201) e (2.203) para escrever a evolugao temporal do oscilador harmo-

nico simples como
q(t)\ _ [ cost sint) (qo (2.204)
p(t) —sint cost ) \po )’ '

Mostre que a matriz da equagdo anterior é o Jacobiano da transformacao qo,Po —
q(t), p(t) e, portanto, que é simplética. M

Utilizaremos o oscilador harmonico, cuja solu¢do conhecemos, como forma de testar
o método de Euler, que ja discutimos no Apéndice A e ao estudar o espago de fases.
Para o oscilador harménico em formulagdo Hamiltoniana, temos

qn+1 - qu + pnAt,
Pn+1 = Pn — QnAt- (2.205)

Ou, em notagdo matricial,

dn+1 _ 1 At qn
(P> . (_N 1) (p) 2200

Mostre que a evolugdo descrita pela Eq. (2.206) ndo é uma transformagdo canonica.

Exercicio 75:

O fato do método numérico ndo ser candnico indica um problema em comparagdo
com a evolugdo temporal usual: se a evolugdo temporal é candnica, mas o algoritmo néo,
entdo o proprio algoritmo introduz erros na aproximagdo numeérica devido ao fato de ndo
condizer com a estrutura da Mecanica Hamiltoniana.

H4 um segundo problema ainda: o método de Euler ndo conserva a energia do
oscilador harmoénico.

Exercicio 76:
Mostre que, para o oscilador harmonico, a energia — que coincide com a Hamiltoniana
- pode ser escrita como

E= %(q p) (Z) (2.207)

Utilizando este resultado, mostre que, para o método de Euler, a energia ap6s n + 1
iteragdes é dada em funcdo da energia ap6s n iteragdes por

E.i1 = (1+A2)E,. (2.208)
53

Assim, vemos que o préprio algoritmo faz com que as energias cresgam com a evolugao
temporal. A Figura 12 ilustra o retrato de fase do oscilador harmoénico simples calculado
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Figura 12. Retrato de fase calculado via método de Euler para o oscilador harménico simples em
unidades com m = w = 1 e passo At = 0.01. O cédigo em Python utilizado para gerar o grafico
estd disponibilizado no Subapéndice B.3.

com o método de Euler para um passo At = 0.01 e unidades com m = w = 1. O cédigo
em Python utilizado est4 disponibilizado no Subapéndice B.3. Perceba que as trajetérias
no espago de fase espiralam, ao invés de permanecer nas elipses de energia constante.

Naturalmente, gostariamos de usar algoritmos numéricos que consistam de transfor-
macoOes candnicas e conservem a energia. E impossivel obter um algoritmo que satisfaca
as duas exigéncias para todos os sistemas Hamiltonianos[51]. Focaremos pois em obter
um integrador simplético: um algoritmo cuja evolugado seja uma transformacdo canodnica.

Como desejamos obter uma transformacdo que fornega q,,+1 € p,+1 a partir de corre-
¢des a g, e pn, podemos comegar considerando a fungao geratriz que gera a transformacgao
identidade, discutida no Exercicio 70. Como a corre¢do deve serx proporcional a At,
queremos uma fungao geratriz com a forma

F(q,P,t) = qP + Atf(q, P, ). (2.209)

Esta funcao geratriz nos conduz a transformacao

_OoF of - af
Q_ﬁ_q—l—Atﬁ, p_P—l—Ataq. (2.210)
Note que
Q-q_9of P-p_ 9of
At oP" At 9q (2.211)

*No caso, estamos considerando um método que seja semelhante ao método de Euler. Métodos numéricos
mais sofisticados podem depender de poténcias maiores de At de modo a minimizar os erros.
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Sabemos que tomaremos P = p,1 € p = p,, com expressOes andlogas para q e Q.
Assim,

Ag _of Ap_ _9f
At 9P At og (2.212)

A semelhanga com as equagdes canOnicas nos conduz a escolha
F(q,P,t) = qP + AtH(q,P,t), (2.213)

que fornece as equagdes

oH oH
In+1 = qn + At@(qn,pnle,t), Pnt1 = Pn — Ath(Qn/Pn+1/t)- (2.214)

Visto que a transformagao foi deduzida a partir de uma fungao geratriz, ela certamente
é canonica. Note que a expressdo para p,1 depende de p,1, e portanto sua implemen-
tacdo no caso geral envolve resolver uma equagdo implicita para p,+1. Contudo, para
Hamiltonianas ditas separaveis, que tem a forma

H(q,p) =U(q) + V(p), (2.215)

a expressao para py4+1 € explicita.
No caso do oscilador harmonico, temos

Gnt1 = Gn + Pn1t,
Pnt1 = Pn — guAt. (2.216)

AR2
Gur) _ (1= A AR (an) (2.217)
Pn+1 —At 1 Pn
Exercicio 77:

Verifique que a evolugdo descrita pela Eq. (2.217) é uma transformagao candnica.
Mostre que a evolucao da energia se da segundo

Em forma matricial,

Eni1 = En+ AP (ph — 4 — 2Atpug, + APqY). (2.218)
T

Note que a energia ndo mais cresce indefinidamente: a expressao para a corregao é tal
que o erro € ciclico ao longo do oscilador harmonico e, em média, a energia é conservada.
Isso é demonstrado em [10], trabalho este que rendeu ao método o nome de método
de Euler-Cromer. As Figuras 13, 14 e 15 exibem o retrato de fases do péndulo simples
calculado com o método de Euler-Cromer em unidades com m = w = 1 para passos
At = 0.01, At = 0.1 e At = 1. Note que, embora a trajetéria ndo se mantenha sempre
sobre as elipses de energia constante, as curvas ainda sdo fechadas. O erro na energia ndo
é nulo, mas no sistema oscilatério o erro médio é nulo.
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Figura 13. Retrato de fase calculado via método de Euler-Cromer para o oscilador harmoénico
simples em unidades com m = w = 1 e passo At = 0.01. O c6digo em Python utilizado para gerar
o grafico esta disponibilizado no Subapéndice B.4.
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Figura 14. Retrato de fase calculado via método de Euler-Cromer para o oscilador harmoénico
simples em unidades com m = w = 1 e passo At = 0.1. O cédigo em Python utilizado para gerar
o gréfico esta disponibilizado no Subapéndice B.4, bastando trocar dt = 0.01 por dt = 0.1 na
defini¢do da fung¢do main.

2.A Exercicios Complementares

Exercicio 78 [Teorema de Liouville]:
Seja x — y(x) uma transformacdo canodnica. Mostre que ‘det(%—z) ’ = 1. E qtil notar

que —J% = 1.

Sabemos que a mudanga de varidveis x — y(x) numa integral para fun¢des de uma
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Figura 15. Retrato de fase calculado via método de Euler-Cromer para o oscilador harmonico
simples em unidades com m = w = 1 e passo At = 1. O cédigo em Python utilizado para
gerar o gréfico estd disponibilizado no Subapéndice B.4, bastando trocar dt = 0.01 pordt = 1na
defini¢do da fungdo main.

varidvel real é dada por
y(b) b d
[ fwdy= [ (Fowm L ax. (2219)
y a *
Para vérias variaveis, um resultado semelhante é valido[31, 44]:
dy
det <dx>

Como transformagdes candnicas tem ‘det(%—i)‘ = 1, segue que elas preservam o

d?"x. (2.220)

[ f ey = [ oy

volume no espago de fases, i.e., 0 volume no espago de fase que um conjunto A ocupa
antes da transformagao é o mesmo volume que y(A), aimagem de A pela transformagao,
ocupa.

De fato, podemos ver isso tomando outra analogia com o Célculo de uma varidvel. O
comprimento de um intervalo [a, b] pode ser escrito como

b
b—a= / dx. (2.221)
a
De modo analogo, o volume dum conjunto A num espago 2n-dimensional é

V(A) = /A 42y, (2.222)
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Utilizando a Eq. (2.220) com a fungdo f sendo constante e igual a 1, temos, para uma
transformagdo canonica,

y(A)
= det<dy> ‘ d®x,
A dx
= [ d%'x
A 7
=V(A). (2.223)
Este resultado é conhecido como Teorema de Liouville. Y

Exercicio 79 [Teoria Cinética e o Teorema de Liouville]:

Considere como sistema fisico um gas com N particulas descrito por uma Hamiltoni-
ana H(g, p,t). O espago de fases possui 6N dimensdes. Cada ponto no espago de fases é
dito ser um microestado do sistema.

Usualmente, um gas possui cerca de N = 6 x 10% particulas, e portanto ha 3.6 x 1
equagdes diferenciais acopladas para serem resolvidas. Mesmo que fossemos capazes
de o fazer, o resultado seria tdo complicado que nao teriamos maneira de interpreté-lo.

024

Resta-nos tratar o problema de maneira estatistica.

Macroscopicamente, sabemos que podemos caracterizar o gas utilizando algumas
poucas grandezas, como temperatura ©, volume V, pressdo P, energia interna U, etc. Um
gas ideal, por exemplo, pode ser caracterizado em termos macroscépicos em termos de
sua temperatura, volume e nimero de particulas. Cada tripla (®, V, N) define entdao um
macroestado do sistema. Naturalmente, a um mesmo macroestado podem corresponder
diversos microestados.

Suponha que no espago de fases haja N microestados associado a um certo macro-
estado. Seja dN(x,t) o namero de microestados associados a este macroestado que, no
instante ¢, estejam localizados num volume d?'x ao redor de x. Definimos a densidade do
espaco de fases p(x, t) por

2n.,. __ : dN(X, t)
p(x,t)d”"x = ngiloo VAR (2.224)

p(x, t) pode ser interpretada como uma fung¢do densidade de probabilidade no espago
de fases. Dado um macroestado, p(x, t) d?"x descreve a probabilidade de que, no instante
de tempo t, o microestado do sistema esteja no volume d?*x em torno de x. Note que a
integral de p(x, t) em todo o espago de fases resulta em 1:

2y — [ pm N
/p(x’t)d = ngiloo N

~ Jim ﬁ/ [ann,

N =40

1
= Nlm NN,

=1 (2.225)
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Utilize o Teorema de Liouville, discutido no Exercicio 78, e o fato de que a evolugdo
temporal € uma transformacdo candnica para concluir que

do _
=0 (2.226)

O argumento é qualitativo. M

Exercicio 80 [Espaco de Momentos]:

Conforme mencionamos, a Mecanica Hamiltoniana ressalta o fato de que trabalharmos
em termos de posi¢des ou em termos de momentos sdo procedimentos equivalentes. Por
isso, é por vezes muito conveniente em Mecanica Quantica escolhermos trabalhar no
espaco de momentos ao invés de no espago de posicdes. Este problema, motivado pela
discussdo em [20], aborda este fato no contexto da Mecanica Classica, particularmente no
formalismo Lagrangeano.

Tome a “dupla transformacdo de Legende” dada por

K(p,p,t) = L(q,4,t) — Zpiﬂiz‘ — piqi, (2.227)

onde p; é o momento canonicamente conjugado a g;. Chamamos K de Lagrangeana
no espago de momentos. Para justificar este nome, argumente que K e L precisam ser
dinamicamente equivalentes e mostre que

0K d (9K
oy @i <api) =0. (2.228)

Embora sejam dinamicamente equivalentes, é perceptivel que K e L sdo qualitativa-
mente distintas. Quais diferengas conceituais ocorreriam se deduzissemos as equagdes de
Euler-Lagrange para K a partir de um principio variacional? Pense em termos de condicdes
iniciais e de contorno.

Obtenha a Lagrangeana no espago de momentos para um oscilador harménico sim-
ples.

Obtenha a Lagrangeana no espaco de momentos para uma particula em queda livre
num campo gravitacional com aceleragdo g. A Lagrangeana no espago de posigdes é

.2
L(z 2 t) = % — mgz. (2.229)

Para tal, é atil adicionar uma derivada total do tempo (como zz) a Lagrangeana. Apds
obter a Lagrangeana no espago de momentos, mostre que as duas formulag¢des (no espago
de posi¢des e no espago de momentos) fornecem os mesmos resultados.

E um bom momento para mencionar que o problema com a transformada de Legendre
envolvendo a varidvel z estd associado ao fato de que a Lagrangeana como escrita na
Eq. (2.229) ndo é uma fungdo convexa, o que leva a problemas com a boa defini¢do da
transformada de Legendre. As referéncias [5, 54] discutem estes assuntos com um bom
nivel de detalhe.
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Dum outro ponto de vista, o determinante da matriz Hessiana, dada por

H=|% %7 (2.230)
020z 072
se anula para a Lagrangeana escrita na Eq. (2.229). Isso implica que o chamado Teorema
da Fungdo Implicita[31, 44] ndo é vélido e ndo ha garantia de que poderemos escrever z e
Z como fungdes de p e p. Adicionar o termo zzZ, que ndo altera a dindmica, faz com que o
determinante da matriz Hessiana ndo mais seja nulo, o Teorema da Fung¢do Implicita volta
a valer e podemos prosseguir como usualmente.

Estes problemas podem parecer tolos e artificiais. Nao poderiamos evita-los simples-
mente trabalhando no espago de posi¢des? No caso Lagrangeano, em geral sim. Mas por
vezes queremos estudar sistemas Hamiltonianos com vinculos que apresentam problemas
semelhantes (os vinculos fazem com que a matriz Hessiana tenha determinante nulo) e é
preciso desenvolver uma teoria para abordar estes assuntos. Dirac desenvolveu a teoria
Hamiltoniana de sistemas vinculados, e exposi¢des deste assunto podem ser encontradas
em [11, 29].

Claro, vocé pode se perguntar porque alguém estaria interessado em sistemas Ha-
miltonianos vinculados. Um exemplo de problema deste tipo é possivelmente o maior
problema em aberto da Fisica Tedrica: a quantizagdo da Gravitagdo. Uma das principais
formas de se quantizar uma teoria é por meio da chamada quantizacdo canodnica, que uti-
liza os colchetes de Poisson para obter algumas das propriedades que a teoria quantizada
precisa apresentarx. Assim, é interessante expressar teorias numa forma Hamiltoniana
para quantizé-las por meio dos colchetes de Poisson. A Relatividade Geral, contudo, é
uma teoria com vinculos, e portanto necessita destes cuidados especiaist.

Ainda resta uma pergunta em aberto: por que alguém se importaria em descrever
fendmenos no espago de momentos ao invés de lidar com o espaco de posi¢des? Simples:
nem sempre estamos interessados nas posicoes.

Imagine, por exemplo, que vocé esta estudando Fisica de Altas Energias, que é apenas
outro nome para a Fisica de Particulas Elementares. Vocé pode estar querer analisar o
que ocorre ao colidir dois prétons, por exemplo, e neste caso pouco lhe interessam as
posicdes iniciais dos prétons. Os momentos sdo muito mais interessantes, pois queremos
colidir prétons extremamente energéticos. Se nossas condi¢des iniciais sdo mais facilmente
expressas em termos de momentos, escolhemos uma descri¢io em termos de momentos.

M

Exercicio 81 [Grupo Simplético]:

Mencionamos no Exercicio 6 a defini¢do de um grupo. A reiteraremos aqui.

Seja G um conjunto equipado com uma operagdo -: G x G — G. Por exemplo, pode-
mos ter um conjunto de matrizes equipado com o produto usual de matrizes. Dizemos
que o par (G, +) é um grupo se valerem as seguintes propriedades:

*Duas varidveis mecanicas f e g, ao serem quantizadas canonicamente, se tornam operadores f eg
satisfazendo [f, g] = ih{f, g}, onde [A, B] = AB — BA é o comutador[12].
T Aos interessados, recomendo as aulas sobre Gravitagdo Canénica (aulas 18 e 19) de [43].
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i. g1-(92+93) = (81 42) - g3, para quaisquer g1, $2, 33 € G (associatividade);

ii. existe um elementoe € Gtal que g-e =e-g = g, para todo ¢ € G (existéncia de
elemento neutro);

iii. paratodo g € G, existe g* € Gtal que g+ g¢* = ¢* - ¢ = e (existéncia de inverso).
Considere o conjunto

Sp(2n,R) = {M € My, (R); MJMT =]}, (2.231)

01
J= (_1 o)' (2.232)

Mostre que (Sp(2n,R),-), onde - é o produto usual de matrizes, é um grupo. Note
que como o produto usual de matrizes é sabidamente associativo, ndo é preciso mostrar
a associatividade. Contudo, é preciso mostrar que o produto de matrizes simpléticas é
uma matriz simplética, mostrar que a identidade é uma matriz simplética e mostrar que
toda matriz simplética tem inversa simplética (em particular, isso inclui mostrar que toda
matriz simplética é inversivel). (Sp(2n,R),-) é conhecido como o grupo simplético real
sobre R?".

E notével a semelhanga entre as defini¢des do grupo simplético, e, por exemplo o

onde ] é a matriz simplética 2n x 2n,

grupo de Lorentz, que ocorre em Relatividade Restritax.

O fato de que toda matriz simplética é inversivel implica que o Teorema da Inversa[31,
44] é sempre valido para transformagdes candnicas suficientemente diferencidveis. r conta
daregra da cadeia, é possivel concluir que as transformagdes candnicas também constituem
um grupo, com produto dado pela composi¢do de transformagdes. d

3 Teoria de Hamilton-Jacobi

3.1 Equacado de Hamilton-Jacobi

O poder das transformagdes candnicas nos permite tomar sistemas consideravelmente
complicados e torna-los simples, mas exige uma boa porc¢do de intui¢do e adivinhagdo. A
chamada Teoria de Hamilton-Jacobi nos permitird agora obter um procedimento para a
obten¢do de uma transformacao canénica que trivialize o sistema, e é por vezes considerada
o dpice da Mecanica Cléssica.

Comecemos discutindo sobre qual é o nosso objetivo ao utilizar transformagdes can6-
nicas. Essencialmente todos os sistemas mecanicos com os quais lidamos poderiam ser
resolvidos estudando apenas as equagdes de Newton, mas convenhamos que isso seria,
no minimo, triste. Vimos que os formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano sdo capa-
zes de simplificar consideravelmente as descri¢des dos sistemas mecanicos ao introduzir
ferramentas mais sofisticadas, mas que frequentemente facilitam os calculos.

*Para um texto de cardter introdutério, ver por exemplo [4]. Uma discussdo mais aprofundada pode ser
encontrada em [6].
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Este é o nosso objetivo: simplificar os cdlculos. Queremos tomar um sistema e obter
uma transformagdo canonica que simplifique os célculos tanto quanto possivel. E o que
seria simplificar os cdlculos tanto quanto possivel? Ora, se pudermos encontrar coordena-
das em que a dindmica é completamente trivial, i.e., em que as coordenadas e momentos
sdo todos constantes, ndo poderiamos ser mais felizes.

Como podemos obter isso? Primeiramente, devemos ter a nossa disposigéo constantes
suficientes. Uma forma seria utilizar as condigdes iniciais do problema. Como a evolugao
temporal g9, po — q(t), p(t) é uma transformacao candnica, sua inversa também o é (ver
Exercicio 81). Nestas novas coordenadas, a dindmica é regida por uma Kamiltoniana
K(Q, P,t) que hé de satisfazer

K . 9K

Qi_aT?,-: » hi=—35, =

0, (3.1)

e portanto K pode depender apenas do tempo. Como K e H, a Hamiltoniana original do
sistema, se relacionam por
aS
K=H+ -, 3.2
o (3-2)
onde S é uma funcdo geratriz, a dependéncia de K em ¢ pode ser eliminada adicionando
a fungao geratriz um termo dependente apenas do tempo, que néo altera as relacdes entre
as varidveis canonicas. Deste modo, K pode ser tomada como tendo a forma K = 0, sem
qualquer perda de generalidade.
Se tomarmos S como uma fungao geratriz do tipo 2, temos vemos da Eq. (3.2) que S
precisa satisfazer a equagdo diferencial

dS dS
A Eq. (3.3) é conhecida como a equacdo de Hamilton-Jacobi. Se a resolvermos,

podemos obter as solugdes para (t) e p(t) por meio da transformacdo candnica gerada
por S
S S
pl:E(q/P/t):pl(q/P/t)/ lef(q’P’t):QZ(q/P/t)/ (34)
1 1

onde Q; e P; sdo constantes. Isto, é claro, assumindo que as equagdes

S

Qi:ﬁi(

q,P,t) (3.5)

podem ser resolvidas para os g;. Para que isso seja possivel, é preciso que valha o Teorema
da Funcdo Implicita[31, 44], o que significa que é preciso ter*

2
det(aqap> £0. (3.6)

*Nem sempre esta condi¢do é satisfeita. Veja [29] para uma discussdo acerca disso, em particular no caso

de uma particula carregada se movendo na presenca de um dipolo elétrico.
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Perceba que para um sistema com n graus de liberdade, a equacdo de Hamilton-Jacobi
é uma equacao diferencial parcial em n + 1 varidveis (as n coordenadas generalizadas e o
tempo), e portanto devemos realizar n + 1 integrais para resolvé-la. Isto implica que uma
solucdo geral da equacdo deve depender de n + 1 constantes de integragdo «;. Contudo,
como S ocorre na equagdo de Hamilton-Jacobi apenas por meio de derivadas, é claro que
se S é solugdo, S + w41 também é. Como adicionar uma constante a uma fungao geratriz
ndo altera a transformagao candnica, podemos ignorar esta constante.

Deste modo, ndo nos importamos com solugdes gerais da equagdo de Hamilton-Jacobi.
Bastam solugdes ditas completas, que sdo aquelascomaformaS = S(q1,...,qn, &1, .., &n, 1),
onde os &; sdo constantes, satisfazendo

S
det(aqaw) =0. (3.7)

Note que abandonamos a notagdo P; em favor de «;, dados que os novos momentos
sdo constantes. Também iremos preferir escrever B; ao invés de Q;.

3.2 Separacdo de Variaveis

Como esta abordagem é consideravelmente abstrata, tomemos alguns exemplos.
Comecemos lidando com um problema tao simples quanto possivel: uma particula
livre se movendo em uma dimensdo. A Hamiltoniana é dada por

2

H(p,q,t) = 1. (3.8)

A equacao de Hamilton-Jacobi se escreve

1 /aS\?> as
m(&,) +5, =0 (3.9)

Como podemos sequer comegar a resolver esta equagdo? O método mais tradicional
é tentarmos o ansatz de separagdo de varidveis: note que, como %—I; = (0, o momento p é
conservado. Logo, é constante. Assim, a transformagao canonica gerada por S pode muito
bem manter p como estd, sem precisar alterar sua estrutura. Basta fazer uma transformagéo

identidade nas coordenadas g e p. Assim, buscamos uma solugdo com a forma
S(q,a,t) =qu+T(t), (3.10)

onde o primeiro termo é justificado pelo Exercicio 70. Note que esta solugdo possui o
namero correto de constantes de integracao.
Utilizando este ansatz na Equacdo de Hamilton-Jacobi, temos

ot dT
2m  dt
“2
T = ——t+c, 3.11
() =5t (3.11)

onde c é uma constante de integracao.
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Logo,
2

«
S(q,a,t) =qu — %t, (3.12)

onde desprezamos a constante de integracado c, que ndo possui consequéncias fisicas. Note
que, para quaisquer valores de g e «,
%S

e portanto vale a condicdo

9%S

S é de fato uma integral completa da equagdo de Hamilton-Jacobi.
Podemos determinar o momento fazendo

: q

A coordenada g pode entdo ser obtida via

_dS o

P=oa =Tt

b
q(t) = p+ —t. (3.16)

m
Podemos agora determinar as constantes a e f ao impor condi¢des iniciais. Concluimos

que

_ Po
q(t) =q0+

p(t) = po. (3.17)

t,

Tomemos a seguir o nosso exemplo favorito: o oscilador harmoénico. Mais uma vez, a
Hamiltoniana é

2 meqZ

Hqpt) = L+ =1 (3.18)

Logo, a equagdo de Hamilton-Jacobi é

2 2.2
1 (85) mw*q>  9S 0. (3.19)

= + — =
2m \ dq 2 ot
Desta vez a Hamiltoniana ndo possui coordenadas ciclicas, e ndo podemos simplificar

a expressdo para a fungdo geratriz S usando uma transformacao identidade. Contudo,
a Hamiltoniana ndo possui dependéncia explicita no tempo, e portanto é conservada.
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Denotemos seu valor por E, dado que neste caso a Hamiltoniana e a energia coincidem.
Como

)
K=H+ -, 3.20
35 (3.20)
vemos que
aS
— =—E 21
5 (3.21)
é suficiente para obter K = 0. Isto nos conduz ao ansatz
onde utilizamos a constante E no lugar de a.
Este ansatz, quando aplicado a equacdo de Hamilton-Jacobi, fornece
1 (dW\?  mw?q?
2m(dq> t— - E=0. (3.23)

Uma das possiveis solugdes é

= / \/2mE — m?w?q?dq, (3.24)
S(q,E t) = / \/2mE — m?w?q* dq — Et. (3.25)

Note que a fungdo geratriz S depende do ntimero correto de constantes. Podemos
obter a solugdo para g(t) utilizando a transformagéo canonica gerada por S ao fazer

S
ﬁ_aTs'

m
| o
2mE — m?w?q?

1 . m
-, aresin <~ / 2qu> —t. (3.26)
Isolando g obtemos

q(t) = L \/ﬁsm(wt + wp),
\/7sm wt) cos(wp) + \/7cos(wt) sin(wp). (3.27)

Para comparagdo com as solugdes que obtivemos anteriormente, é interessante ex-
pressar E e f em termos das condi¢des iniciais g9 e pg. Como conhecemos a Hamiltoniana
do oscilador harmonico, sabemos que

que conduz a

E = L%_g_ meq%
2m 2

(3.28)
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Também é simples mostrar que

po = mq(0). (3.29)
Vemos pois que
—\/ sm (wB),
po = V2mE cos(wp). (3.30)
Assim,
1 qu())
= — arctan . 3.31
p = aretan ™ @31)

Ao escrever E e p em termos de g e po na expressao que obtivemos para ¢(t), segue
que

2 4+ m2w? 2
q(t) = VAT [SiH(Wt) cos (arctan <quo> ) + cos(wt) sin (arctan < qu0> > } ,
mw 1o 7o
po

= go cos(wt) + P sin(wt), (3.32)

que é a mesma solugdo que conseguimos com o0s colchetes de Poisson (Eq. (2.201)) e
com transformacdes canonicas (Eq. (2.201)). Perceba que por ndo termos normalizado as
constantes fazendo m = w = 1, alguns dos passos ficaram com uma notagdo mais pesada.

Estes dois exemplos ilustram, de maneira simplificada, o método padrao que se utiliza
para primeiro atacar um problema pela abordagem de Hamilton-Jacobi: separagdo de
varidveis. Dado um sistema com 7 graus de liberdade independente do tempo, é pratico
tentar solu¢ées com a forma

S(q,u,t) ZS gi, ) + So(t, ). (3.33)

Devido ao fato que nado precisamos da solucao geral da EDP, apenas de uma solugao
completa, frequentemente este método é suficiente.

No caso de g, ser uma variavel ciclica, note, pelos mesmos argumentos que usamos
ao tratar da particula livre, que é preciso ter

S(q,0,t) = angn+ S1(g1, -, Gn-1,t). (3.34)

O ponto que fizemos acerca da dependéncia temporal também ¢é vélido de modo mais
geral. Todo problema com Hamiltoniana independente do tempo necessariamente tera

S(q,a,t) = —Et+W(q). (3.35)
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A funcao W assim definida é conhecida como funcdo caracteristica de Hamilton.
Perceba que, para Hamiltonianas independentes do tempo, a Equagdo de Hamilton-Jacobi
se simplifica para

aw>
H(g 2= ) =E, (3.36)
(q dq

que é conhecida como equagdo de Hamilton-Jacobi independente do tempo.

Note que Hamiltonianas dependentes do tempo ndo conduzem a soluc¢des separédveis
da equagdo de Hamilton-Jacobi. Podemos considerar, por exemplo, o caso simples de uma
particula se movendo sob a agdo duma forga dependente do tempo.

Exercicio 82:
Considere uma particula se movendo numa tinica dimensao sob a a¢do de uma forca
dependente do tempo, F(t). A Hamiltoniana é dada por

2
H(q,p,t) = — — F(t)g. (3.37)

2m
Obtenha a solugdo para g através do formalismo de Hamilton-Jacobi. Perceba que um
ansatz da forma

S(q,0,t) = W(q) + So(t) (3.38)

ndo serd capaz de resolver o problema e proponha um outro ansatz. Recorde que ndo
é preciso obter uma solucdo geral da equagdo de Hamilton-Jacobi: basta uma solugdo
completa. 3¢

Perceba que sempre que a Hamiltoniana possuir dependéncia explicita no tempo, ou
isso ocorre por meio de um termo dinamicamente irrelevante que pode ser ignorado na
Hamiltoniana por ser uma derivada total temporal, ou a dependéncia ocorre num termo
que possui produtos com momentos ou coordenadas, e isso impede que a equagdo de
Hamilton-Jacobi seja solucionada via separagdo de varidveis.

E possivel que o método de Hamilton-Jacobi Ihe pareca excessivamente complicado,
mas perceba qual seu poder: ele reduz de maneira incrivelmente simples o problema
mecanico a meras quadraturas.

Dizemos que um problema foi reduzido a quadraturas quando para soluciona-lo resta
apenas o célculo de integrais e operagdes algébricas, possivelmente envolvendo a inversao
de fungdes. Todas as equagdes diferenciais foram devidamente resolvidas, porém as
solugdes podem estar em uma forma implicita.

Consideremos um tltimo exemplo de aplicagdo do método, desta vez envolvendo
mais varidveis. Consideremos um potencial dado em coordenadas esféricas por

bo) , <)

r2 r2sin? 0

V(r,0,¢) =a(r)+ (3.39)
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Potenciais desta forma levam a solu¢des separdveis da equacdo de Hamilton-Jacobi[27].
Como o ultimo termo raramente seria de interesse fisico, tomamos c(¢) = 0 por simpli-
cidade. Existem exemplos de potenciais fisicamente interessantes com b(8) # 0. Ver, por
exemplo, o elétron num campo de dipolo em [29].

A Hamiltoniana associada ao potencial da Eq. (3.39) é

1 2 v b(6
H(r,0,pr, po, py) = o (p% + % + 5 sifﬁ 9) +a(r) + 52) (3.40)

A equagdo de Hamilton-Jacobi independente do tempo é
1 /ow\? 1 [ow)? 1 oW\ ? b(6)
il - — = (== —+ =E. 41
2m < or > + 2mr? ( 26 > * 2mr2 sin® @ ( op > +alr)+ r2 (341)

Naturalmente, tentaremos uma solucdo por separacdo de varidveis. Como ¢ é coor-
denada ciclica, usamos

W(r,0,¢) = R(r) + ©(8) + ayp. (3.42)
Assim,

1 (dR\? 1 [dO\? oy b(6)
— (= it S — 2 _F
2m < dr > * 2mr? < de ) * 2mr2 sin® 0 +alr) + r2 ’

2 2 a2

dr do sin” @
(S 2ot - ) = (92 50 o) 649
ar a de sin’ 0 . '

Perceba que o lado esquerdo da equacéao é independente de 6, enquanto o lado direito
é independente de r. Portanto, é preciso que os dois lados sejam, na verdade, constantes.
Assim, temos o par de equagdes

2
r2<il]:) +2mr?(a(r) — E) = —a3,

4on 2 2 (3.44)
@ ¢ _ 2
<d9 ) + 20 +2mb(0) = ap.
A primeira equacao fornece
a2
R(r) = [\/2m(E~a(r) - F ar. (3.45)
A segunda fornece
a2
e(8) = / o~ —0 —2mb(6)do. (3.46)
sin” 6

—94—



Assim, uma solugdo completa para a equagdo de Hamilton-Jacobi é

2

5(1,0,9, E, o, g, t) = —Et + 2+ [ \/Zm(E —a(r) - 5 dr

2
14

+/¢a§— : "2’9 —2mb(0)dO. (3.47)
s’

A solugdo para a evolugdo temporal das coordenadas r, 6 e ¢ é entdo dada em termos

de quadraturas por meio das equagdes

BE

- dr,

__t+/ m
\/Zm E—a(
/72\/21” — dr+/\/ - de,

(6)

(3.48)

o _¢ /sm 9\/%

Exercicio 83 [Efeito Stark]:
Chamamos de efeito Stark a alteracdo nos niveis discretos de energia num atomo de

(9)

hidrogénio devido a presenga de campo elétrico uniforme externo. Enquanto o efeito é
inerentemente quantico, visto que em Mecénica Classica ndo hd niveis de energia discretos,
podemos nos interessar na dindmica classica.

Assumiremos que o préton no ntcleo do d&tomo de hidrogénio é muito mais massivo
que o elétron, de modo que podemos aproximé-lo como estando em repouso na origem.
A forca de atragdo entre o préton e o elétron ¢ Coulombiana, e portanto proporcional a 1,
enquanto o efeito do campo elétrico sobre o elétron é uma forga constante. O potencial é
dado (em unidades Gaussianas) por

2
V(r) = - eEz, (3.49)

onde ¢ > 0 é a carga do elétron e E é a intensidade do campo elétrico externo.

Note que o termo —eEz assume que o campo elétrico estd na direcdo 2. Justifique que
esta hip6tese pode ser feita sem perda de generalidade.

A equacdo de Hamilton-Jacobi pode ser separdvel em alguns sistemas de coordenadas,
mas ndo em outros. No caso do efeito Stark, é particularmente conveniente trabalhar em
coordenadas parabdlicas ¢, 17, ¢, definidas em termos de coordenadas cilindricas s, ¢, z por

~va =557 4=0 @50
Em coordenadas cilindricas, a Lagrangeana é dada por
L= %(52 + 5297 +22) — V. (3.51)
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Mostre que a Hamiltoniana para o efeito Stark pode ser escrita, em coordenadas
parabdlicas, na forma

28pi+npy Py a(@)+b
H@WJ@PWWJ:;; é+n”+2mgf+(%+nw% (3.52)

para fungdes a(¢) e b(n) apropriadas. Escreva a equagdo de Hamilton-Jacobi, aplique
separacao de varidveis e reduza a solucdo do problema a quadraturas. !

Por fim, devemos mencionar que assim como W na equacdo de Hamilton-Jacobi
independente do tempo é conhecida como fungdo caracteristica de Hamilton, a fungdo
S na equacdo de Hamilton-Jacobi é conhecida como fungdo principal de Hamilton. A
notagdo sugere uma segunda interpretacdo para S: a acao.

Consideremos a derivada total no tempo da fungdo principal de Hamilton S, que
definimos como sendo a solucdo da equacdo de Hamilton-Jacobi. Temos

ds S, 9§
E(Q(t)/“/t) = ;T%ql + 5

= Zlﬂiqz‘ —H,
=L (3.53)

Integrando a equacéo, temos

15}
S(qlltll 5]2/ tZ) = \/t L(fh/ tl/ qZI tZ/ t) dt/ (354)
1

onde desta vez ndo estamos considerando coordenadas quaisquer: estamos considerando
apenas a trajetoria real q(t), que pode ser escrita em termos das condi¢des de contorno
q(t1) e q(t2), i.e., podemos escrever q = q(q1,t1, 42, t2, t). Substituicdo desta expressdo na
Lagrangeana nos permite obter a Eq. (3.54).

3.3 Varidveis de A¢io-Angulo

Embora o método da equacdo de Hamilton-Jacobi permita obter a solugdo do sistema
mecanico em termos de quadraturas, por vezes isso nem sempre é o que desejamos. As
variaveis de acdo-angulo fornecem método semelhante a equacdo de Hamilton-Jacobi que
nos permitird obter as frequéncias de vibragao de certos sistemas, chamados multiplamente
periédicos, de maneira extremamente simples.

Comecamos com um exemplo simplificado. Tome um sistema com um grau de
liberdade descrito por uma Hamiltoniana independente do tempo H(gq, p). Sabemos que
a equagdo de Hamilton-Jacobi independente do tempo é

H<8?>:E (3.55)

Consideremos a principio o caso em que as trajetdrias sdo curvas fechadas, como as
elipses que ocorrem na solucado do oscilador harménico simples, ou préximo a origem do
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Momento
(=)

Posicao

Figura 16. Retrato de fase para o movimento do péndulo simples em unidadescomm =g =1=1
e passo At = 0.0001 calculado com o método de Euler-Cromer. O c6digo em Python utilizado para
gerar o grafico pode ser obtido ao solucionar o Exercicio 84.

péndulo simples, cujo retrato de fase é dado na Figura 7. Como ja sabemos que o método
de Euler-Cromer é mais adequado para problemas Hamiltonianos do que o método de
Euler, podemos calcular uma nova figura, mais precisa, com poucas alteragdes no cédigo.
O resultado estd exibido na Figura 16.

Exercicio 84:

Modifique o cédigo do Subapéndice B.2 para calcular o retrato de fase do péndulo
simples utilizando o método de Euler-Cromer ao invés do método de Euler. Basta alterar
uma linha de cédigo (ou alterar uma e adicionar uma nova, caso vocé prefira uma solugdo
um pouco mais eficiente). d

De todo modo, tomemos uma destas trajetdrias fechadas, assumindo-a livre de pontos
fixos. Digamos a que possui energia E. Consideremos entdo a quantidade

J(E) = 5 fpda, 356

Nao se assuste com a integral: nesta situacao ela significa apenas que devemos calcular
a integral de p(gq) da esquerda para a direita considerando a parte positiva da curva e
depois integrar da direita para a esquerda considerando a parte negativa. Ou seja, a
integral representa apenas a drea envolta pela trajetéria no espago de fases, e | € esta drea
dividida por 27t. Pelo Teorema de Liouville (Exercicio 78), sabemos que | é constante do
movimento. Consideremos entdo a transformagdo canonica que leva p a J(E), ao invés de
E. A nova fungéo geratriz é

W(q,]) = W(q,E(])) (3.57)
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e vemos pela equagdo de Hamilton-Jacobi independente do tempo que a Hamiltoniana se
tornou

0
H (q, ;qV) —E()), (359)

ou seja, uma fungdo apenas do novo momento J, tendo uma coordenada ciclica.
A coordenada generalizada canonicamente conjugada a J, que denotaremos por 1, é
dada por

= —=. (3.59)
Y=
O novo momento | é frequentemente chamado de varidvel de a¢do, enquanto sua
coordenada canonicamente conjugada 1 é chamada de coordenada de angulo.
O Teorema de Liouville garante que | é constante do movimento, mas também pode-
mos ver isso por meio das equagdes canonicas. Temos

oE

[ == =0, 3.60
I=3% (360)
e portanto | é conservado.

E(J) é também uma quantidade conversada, o que pode ser concluido a partir do
fato que a Hamiltoniana ndo possui dependéncia explicita no tempo ou do fato de que
E(]J) depende apenas de |, que é conservado. De todo movo, isto implica por meio das

equacoes candnicas que

)
IP - a] ’
oE
P(t) = a—]t + Yo. (3.61)
Gostariamos de calcular %—E. Para isso, tomemos uma derivada em relagdo a | da tinica
equacgao que dispomos que diz algo sobre J: a Eq. (3.56). Denotando os pontos extremos

xEstamos aqui interpretando a fungdo caracteristica de Hamilton como sendo a geratriz da transformacao
candnica no lugar da funcdo principal de Hamilton. Note que, como a Hamiltoniana é independente do
tempo, o tnico efeito qualitativo que isto tem sobre a teoria é que a Kamiltoniana se torna E ao invés de 0.
Como isto é apenas uma questdo de interpretagdo, os resultados quantitativos seguem sendo os mesmos.
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da trajetéria por q1(]) e g2(]) temos

d  1d
d]_271d]7{pdq’

_1d gaw,
“ondy S ag 1
2
_LgEw
2t ) dJoq
_ 1y
_E quq,
Ay
-2’
Ay = 2m. (3.62)

Assim, ao longo de um periodo ¢ varia em 27t. Se denotarmos

w= 35 (3.63)
temos entdo que
27
= — .64
T=-—, (3.64)

e obtivemos um método para calcular a frequéncia de oscilagdo do sistema sem precisar nos
preocupar com as dificuldades de resolver equagdes diferenciais ou calcular quadraturas.
Podemos agora generalizar este formalismo para sistemas multiplamente periédicos.
A primeira pergunta que surge é o que é um sistema multiplamente periédico. Con-
sideremos um sistema fisico descrito por uma Hamiltoniana independente do tempo que,
em algum sistema de coordenadas, admite como solucdo completa para a equagdo de
Hamilton-Jacobi independente do tempo uma func¢do da forma

W(q,a) = Y Wilgi,a). (3.65)

Tais sistemas sdo ditos separaveis. Um sistema separdvel é dito multiplamente periédico
se em cada plano de fase bidimensional (g;, p;), toda trajetéria satisfizer uma das duas
condigodes:

i. a trajetdria no espaco de fases reduzido (g;, p;) é uma curva fechada;

ii. a trajetéria no espaco de fases reduzido (g;, p;) é uma funcéo p; = pi(g;, «) periddica
em g;.

O primeiro caso é conhecido como libragédo, e o segundo como rotagéo.

Estas defini¢des podem soar um pouco abstratas, mas se tornam mais simples ao
ver exemplos. Para baixas energias, o péndulo simples exibe libragdo. Note que nas
proximidades da origem da Figura 16 as trajetérias sdo elipses, i.e., curvas fechadas.
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Fisicamente, o péndulo oscila entre dois pontos extremos. Ja para altas energias, o péndulo
entra em rotagdo. Em regides distantes da origem da Figura 16 as trajetérias escapam da
regido graficada. Fisicamente, o péndulo chega ao ponto mais alto da trajetéria com
momento nao nulo, e portanto seu movimento nunca se inverte. Hé ainda uma curva que
divide a regido de libragdo da regido de rotagdo, chamada de separatriz. Os experimentos
numéricos ndo sdo capazes de obté-la exatamente (ndo é possivel tomar as condigdes
iniciais exatas sobre a curva e o erro numérico nos removeria dela), mas veja que a Figura
16 a aproxima como um regime de libracdo extremamente distorcido e prestes a se tornar
uma rotacgao.
De modo inteiramente analogo ao feito no nosso modelo simplificado, definimos

1
Ji = o f pidq;, (3.66)

onde a integral deve ser entendida como sobre um periodo completo, no caso de rotagdes.
Podemos expressar as constantes « em termos das varidveis de acdo e obter uma nova
fungao geratriz

W(q,]) = ZWi(%I) = ZWi(ﬂlizﬂé(])) (3.67)

com Kamiltoniana dada porx

K(p,J) = H <q(w>, a;;’(w, I)) — E()), (3.68)

mantendo todas as coordenadas 1 ciclicas, de modo que a dindmica regida pelas equagdes
candnicas é

oE . JoE
= aTPz =0, ¢$i==wi, (3.69)

;i
onde as frequéncias w; sdo constantes. Assim,

Ji

pi(t) = wit + Pio. (3.70)

Suponha que o movimento como um todo é periédico de periodo T. Naturalmente,
isto requer que o movimento seja periddico em todas as projecdes nos espagos de fase
reduzidos (g;, p;). Para todo i, existe n; natural tal que T = n;T;, onde T; é o periodo
fundamentalf da trajetéria projetada no espaco de fase reduzido (g, p;)-

Exercicio 85:
Suponha um sistema periédico de periodo T com dois graus de liberdade. Sejam T; e

*Preservamos a notagdo E para a energia, mas note que E é na verdade uma das constantes «;. Tal qual
anteriormente, a igualdade segue da equacdo de Hamilton-Jacobi independente do tempo e do fato de que E
pode ser expressa como funcao das varidveis de agao apenas.

1Se uma funcdo f é periédica de periodo T, entdo f(t + T) = f(t) para todo . Em particular, isto implica
que f(t+2T) = f(t+T) = f(t) para todo , e portanto f é periédica de periodo 2T. Por periodo fundamental
nos referimos ao menor numero real ndo-nulo T tal que f(t+ T) = f(¢) para todo ¢.
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T, os periodos fundamentais nos espagos de fase reduzidos (g1, p1) e (42, p2). Denotemos
a; = 1. Mostre que ;! precisa ser racional.
Generahze 0 argumento para um namero arbitrario de graus de liberdade. !

A variagdo numa varidvel de angulo ao longo de um periodo é dada por

P;
Alpl :Zfaiqul

B 27{ 8]18qk

_y o o
k a]l a‘Jk
d

= — d ,
a]i ;%pk qk

]
= 3 ;27T”k]k/

= 27n,, (3.71)

dqy,

onde usamos o fato que o movimento completa n; ciclos no espago de fase reduzido
(qk, px), visto que T = ny Ty.

Como primeiro exemplo, tomemos (como sempre) o oscilador harménico simples,
com Hamiltoniana

2

mwra?
H(q,p) = 2+ = (3.72)
A varidvel de agdo é dada por
1
= ]é pdq,
1 oW
ol o dqg, (3.73)

e portanto devemos “resolver” a equagdo de Hamilton-Jacobi independente do tempo.
Temos

1 /dW)\? mw?q?
(= — F
m < dg ) T2 ’

ng] = 44/2mE — m?w?q?. (3.74)

Assim, por simetria,

_2 A 2,422
_E/o J2mE — m2wq? dq, (3.75)
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onde A é a amplitude de oscilagdo: o valor maximo que a coordenada g pode assumir.
Como o valor maximo da coordenada é obtido com p = 0, vemos que

E_ P morP mw*A?
-~ 2m 2 2
2E
A=1—. 3.76
o (3.76)

Portanto,

2mw [4
_ 2 _ 2
J= p /0 \/ A% —qg*dq, (3.77)

com A dado pela Eq. (3.76). Segue que

E
= 3.78
J== (3.78)
e vemos imediatamente que
E(]) = w]. (3.79)
A frequéncia do sistema é entdo

oE

- w, (3.80)

como esperado.

Pode-se tentar estender a ideia de obter uma Kamiltoniana dependente apenas dos
novos momentos, mas mantendo todas as coordenadas ciclicas, a outros sistemas, e es-
tudar em quais condigdes isto é possivel. Este estudo é uma porta de entrada para a
integrabilidade de sistemas Hamiltonianos e diversos topicos interessantissimos, como a
teoria de perturbagdes em Mecénica Cldssica e o caos deterministico. Como mencionamos
anteriormente, ao leitor interessado de maneira profunda nestes temas, recomenda-se a
leitura de, por exemplo, [5, 41, 50]. Um texto a nivel mais introdutério é [29]. Para um
breve exemplo historicamente relevante, recomenda-se [21].

Introducao

Me nego a escrever uma segao de “Conclusdes”, ou de encerramento. Por mais que eu
tenha me esfor¢ado para fazer um curso tdo completo quanto possivel, mal arranhamos a
superficie da Mecénica Cldassica, e diversos caminhos podem ser seguidos a partir daqui.

Uma opgdo é a que acabamos de mencionar: o estudo de integrabilidade e caos. Como
ja mencionei algumas vezes, algumas referéncias que podem ser interessantes para este
caminho sdo [2, 5, 21, 29, 41, 50].

Outra possibilidade é estudar os mesmos assuntos que acabamos de estudar, mas pelo
ponto de vista da Geometria Diferencial, que fornece uma descrigdo incrivelmente natural
e ainda mais profunda da Mecanica Classica. Pode-se ver, por exemplo, [5, 23, 26].

Outra possibilidade ainda é passar ao estudo de sistemas continuos e a chamada Teoria
Cléssica de Campos, que é o caminho natural para progredir em direcdo a compreensao
de Fisica de Particulas, Relatividade Geral, e assim por diante. Algumas referéncias que
podem ser Tteis nesta jornada sdo [2, 3, 28, 29].
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A O Oscilador Harmoénico Simples

A1 A Equagdo do Oscilador Harménico Simples

Consideremos o problema de determinar o movimento de uma massa m acoplada a uma
mola com constante eldstica k e comprimento relaxado I/, como ilustrado na Figura 17.
Denotamos por x a diferenca entre a posi¢do da massa e o comprimento relaxado da mola,

L.

Figura 17. Um corpo com massa m acoplado a uma mola de constante eldstica k com comprimento
relaxado .

Pela Lei de Hooke, a forca eldstica que age sobre a mola é F = —kx. Pela Segunda Lei
de Newton, temos entdo a equacao diferencial de segunda ordem

mx = —kx. (A1)
Rearranjando termos, podemos escrever

i+ wix =0, (A2)
2=k k ¢ sempre positiva: ndo
existem corpos com massa negativa nem molas com constante eldstica negativas.

onde definimos w como forma de nos lembrar que a razdo
Este pode parecer um problema simples, mas ele nos permite obter resultados po-
derosissimos em diversas dreas da Fisica. Entender a fundo o problema do oscilador
harmonico simples (que é o nome dado a sistemas que respeitam a Eq. (A.2)) permite
que alguém estude o periodo de um péndulo simples, a corrente e tensdo em circuitos
elétricos, e mesmo a criagdo e aniquilagdo de particulas em Teoria Quéntica de Campos.

*Se existirem, ndo sdo estas que nos interessam no momento.
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A Eq. (A.2) é uma equacdo diferencial ordindria homogénea de segunda ordem a
coeficientes constantes. Ou seja, possui a forma

ax(t) +bx(t) +cx(t) =0, (A.3)

onde 4, b e ¢ sdo constantes reais. O capitulo 5 de [19], por exemplo, discute em detalhe
como resolver equagdes desta forma e mesmo mais gerais, mas neste texto utilizaremos
um método particularmente querido pelos fisicos: chutar a solugdo. Isso pode parecer
estranho e mesmo tolo, entdo ao invés de chamar de chute, chamaremos de ansatz, pois
palavras em alemdo soam mais cultas.

Notemos, antes de mais nada, que a solucdo geral da Eq. (A.3) deve envolver duas
constantes arbitrérias, visto que estamos lidando com uma equagéo diferencial de segunda
ordem, e portanto o processo de solugdo envolve integrar a equacdo duas vezes. Além
disso, a Eq. (A.3) é linear: se x(f) e y(t) a resolvem, entdo z(t) = x(t) + Ay(t) também a
resolve, para qualquer constante A.

Exercicio 86:
Mostre que a func¢do constante igual a 0 é solucdo da Eq. (A.3). d

Exercicio 87:
Sejam x(t) e y(t) tais que

az(t) +bx(t) +cx(t) =0, aj(t) +by(t) +cy(t) = 0. (A4)
Mostre que, para qualquer constante A, z(t) = x(t) + Ay(t) também satisfaz

az(t) + bz(t) 4 cz(t) = 0. (A.5)

Exercicio 88:
Utilize os resultados dos exercicios anteriores para mostrar que se x () e y(t) sao tais
que

ax(t) +bx(t) +cx(t) =0, ayj(t)+by(t) +cy(t) =0, (A.6)
entdo, para quaisquer constantes A e p, z(t) = px(t) + Ay(t) também satisfaz
az(t) 4+ bz(t) 4 cz(t) = 0. (A7)

Nao calcule as derivadas explicitamente. E possivel realizar a demonstragdo utilizando
apenas os resultados finais dos exercicios anteriores. M

Para obter um ansatz para a solugdo da Eq. (A.2), comecaremos buscando uma solugdo
numérica da equagdo. Newton teria um certo nivel de dificuldade para fazer isso, mas hoje
em dia dispomos de computadores e podemos usar estas ferramentas para obter solu¢des
numeéricas para os problemas que ndo conseguimos resolver analiticamente.
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Para resolver a equagdo numericamente, comegaremos separando-a em duas equagoes
de primeira ordem. Para tal, basta definirmos v(t) = %(t), a velocidade da massa. Isto nos
permite escrever a Eq. (A.2) na forma do sistema

o(t) = —w?x(t),
x(t) = v(t).
Para resolver o sistema numericamente, utilizaremos uma aproximagao linear. Sabe-
mos que uma fungdo f (1) pode ser aproximada por uma reta como

f(£) = f(to) + (t = to) f'(to) + O((t — t0)?), (A.8)
onde O((t — tp)?) indica termos que sdo proporcionais a (t — to)"” para n > 2. Assim, a
Eq. (A.8) nos diz que

{v(t) =o(tg) — w*(t — to)x(ty) + O((t — t0)?),
x(t) = x(to) + (t —to)v(to) + O((t — to)?).

Logo, se conhecermos a velocidade v e a posi¢do x da massa no instante ty, podemos
obter seus valores numéricos no instante t com precisdo da ordem de (t — ty)2. Para que a
precisdo seja melhorada, devemos utilizar um passo At = t — t; pequeno. Quanto menor
o passo, melhor a precisao.

Assim, se possuirmos as condig¢des iniciais do sistema para ty = 0, podemos obter
sua posicdo e velocidade para t; = At. Utilizando estes novos dados, podemos repetir o
processo para obter a posigdo e velocidade para t, = 2At, e assim sucessivamente. Temos
entao

O(tys1) = v(tn) — w?x(ty) At + O (AF),
{x(tnﬂ) = x(ty) +0(ty) At + O (AF).

Este procedimento é conhecido como Método de Euler, e é a forma mais simples de se
resolver equagdes diferenciais ordindrias numericamente. Perceba que, conforme se itera
as etapas, os erros da ordem de At? se acumulam e o calculo se torna progressivamente
menos confidvel.

Por simplicidade, tomemos w = 1 e as condigbes iniciais x(0) = 0, x(0) = 1. Podemos
implementar o método de Euler em alguma linguagem de programacdo e obter uma
solucdo numérica, que pode entdo ser graficada. Uma implementagdo simples deste
procedimento em Python estd disponibilizada no Subapéndice B.1, e o grafico obtido se
encontra na Figura 18.

O gréfico na Figura 18 aparenta estar limitado a valores entre —1 e 1 e oscila regular-
mente, com periodo pouco maior que 6. Além disso, sabemos que na origem a fungao se
comporta como x(t) =~ t + O(t?), dado que x(0) = 0 e #(0) = 1. Estas informagdes nos
convidam a tomar a funcdo seno como ansatz.

De fato, notamos que

%(sinwt) = w cos wt, (A.9)
2
ﬁ(sinwt) = —w?sinwt, (A.10)
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Figura 18. Solucdo numérica em unidades arbitrdrias para a equacdo diferencial do oscilador
harmonico simples com parametros x(0) = 0, ¥(0) = 1, w = 1 e passo At = 0.001. O c6digo em
Python utilizado para gerar a imagem esta disponibilizado no Subapéndice B.1.

e portanto sinwt é de fato solugdo da Eq. (A.2). De maneira semelhante, obtém-se que
cos wt é também solucdo. Pelo Exercicio 88, temos entdo que

x(t) = acoswt + bsinwt (A.11)

é solugdo da Eq. (A.2). Como esta solugdo possui exatamente duas constantes arbitrérias,
concluimos que esta é a solucdo geral .

Por mais que esta seja a solugdo geral, esta ndo é a tinica forma que podemos escrevé-la.
Com um pouco de trigonometria, é possivel obter expressdes distintas, mas completamente
equivalentes.

Exercicio 89:
Mostre que a Eq. (A.11) pode ser escrita na forma

x(t) = Acos(wt + ¢) (A.12)
para constantes A e ¢ adequadas. M

A.2 Nuameros Complexos

Um caso particularmente interessante da Eq. (A.11) é quando tomamosa = 1le b = i,

onde i denota a unidade imagindria, definida como i2 = —1. Isto nos leva ao dominio dos

xEstamos ignorando alguns detalhes importantes do processo. Por exemplo, esta é de fato a solugdo
geral, mas isso se deve ao fato de que coswt e sinwt sdo, na linguagem da Algebra Linear, linearmente
independentes. A solugdo acoswt + 2b cos wt ndo é solugdo geral da Eq. (A.2) porque é possivel escrever
2 cos wt como somas e produtos por constantes de cos wt. Essencialmente, a cos wt + 2b cos wt tem na verdade
apenas uma constante arbitraria, pois tomar a =2 e b = 0 é equivalente a tomar a = 0 e b = 1, por exemplo.
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ntmeros complexos, que sdo os niimeros com a forma z = x + iy, onde x e y sdo nimeros
reais. As somas e produtos de niimeros complexos sdo definidas de maneira natural:

(a+ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+4d),
(a+ib)(c+id) = ac + ibc + iad + i*bd = (ac — bd) +i(bc + ad). (A.13)
* Exercicio 90:

Seja z = x + iy um namero complexo. Definimos seu conjugado por z* = x — iy.
Mostre que

i. Refz] =x = 1(z+2z%);
ii. Imfz] =y = J(z—2z%);
iii. |z|*> = zz* é real e positivo;
iv. |z| = 0 se, e somente se, z = 0. Y

O quociente de dois nimeros complexos w e z, onde z # 0, pode entdo ser definido
por
w  wz*t  wz*

S =oa= W' (A.14)
onde a divisdo agora é feita com relacdo a um ntiimero real, e portanto a operagdo ja nos é
familiar.

A principio, tomar b = i ndo é permitido pelas hipéteses que fizemos até agora:
estdvamos lidando com ntimeros reais, e ndo sabemos como o Calculo se comporta para
os nimeros complexos. Sob a crenga de que isso pode ser formalizadox*, prosseguiremos.

Temos agora

z(t) = cos wt + isin wt. (A.15)

Se as contantes complexas se comportarem da mesma forma que as reais sob diferen-
ciacao e integragao, temos que

z(t) = —wsinwt + iw cos wt, = iwz(t) (A.16)

2

(t) = —w? cos wt — iw? sin wt, = —w?z(t). (A.17)

Logo, z(t) ainda soluciona a equagdo do oscilador harmonico simples. Ademais,
vemos que z(t) é solu¢do do problema de valor inicial

{z(t) = iwz(1),2(0) = 1. (A.18)

*Pode.
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Para ntimeros reais, a solu¢do do problema de valor inicial
{x(t) = Ax(t),x(0) =1, (A.19)

seria x(t) = eM. Isso nos sugere que, em niimeros complexos, ter-se-ia

iwt

'’ = cos wt + isin wt. (A.20)

Exercicio 91:

Suponha que séries de Taylor se comportam para constantes complexos da mesma
maneira que se comportam para constantes reais. Expanda e, cost e sint em séries de
Taylor e conclua que, ao menos formalmente (embora ndo necessariamente rigorosamente),
vale que

et = cost+isint. (A.21)
M

Esta relagdo, conhecida como relacdo de Euler, é uma grande facilitadora de célcu-
los envolvendo trigonometria e nimeros complexos e por vezes tomada como a prépria
definicdo da exponencial complexas.

Para mostrar o poder da relacdo de Euler, é ttil termos alguns resultados preliminares.

* Exercicio 92:
Mostre que

i. cost = Re[e'!];
ii. sint = Im[e"];
iii. et = (ef)7;

iv. ‘eit‘ =1;
v. etelV = ¢l(xty), e

Com estes resultados, vemos que o célculo de identidades trigonométricas se reduz a
operagdes simples com exponenciais. Por exemplo,

cos(x + ) = Re[e!* V)],
= Rele*e"],
= Re[(cosx +isinx)(cosy +isiny)],
= cosxcosy — sinxsiny. (A.22)
Isto nos permite observar o oscilador harmoénico de outro modo. Desta vez, podemos

usar como ansatz para solucionar a Eq. (A.2) as fungdes complexas z(t) = ¢! e z(t) =
e~ '@ Tsto nos fornece a solugéo geral complexa

z(t) = ae'* 4 ibe~ ", (A.23)

*Ver, por exemplo, [8].
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cuja manipulagdo é consideravelmente mais simples. O fator i em frente ao segundo
termo foi escolhido por questdes de conveniéncia que logo serdo elucidadas. Para obter a
derivada, basta uma multiplicagdo por icw com um acerto de sinais para obter

2(t) = iwae™t + whe™ 't (A.24)

Como em Fisica medimos posi¢des e velocidades reais, ndo complexas, desejamos
tratar quantidades reais no final do dia. Se as constantes a e b forem reais - o que é o
caso quando impomos condi¢des iniciais reais - para obter a posi¢do real basta tomarmos
a parte real de z e recuperar o resultado original e sua derivada, que sdo

x(t) = Re[z(t)] = acos wt + bsin wt,
X(t) = Re[z(t)] = —wasin wt + wb cos wt. (A.25)

Note que o fator i que introduzimos mais cedo permitiu que a expressdo se tornasse tao
simples assim. Sem ele, seria preciso um pouco de manipulacdo extra.
A parte imagindria possui uma interpretacdo semelhante. Ela fornece

y(t) = Im[z(t)] = asinwt + b cos wt, (A.26)

que também resolve a equagdo diferencial do oscilador harmoénico, porém com condi¢oes
iniciais diferentes. Ao tratar o problema com ntimeros complexos, podemos resolver dois
problemas distintos de uma vez sé.

B Cédigos em Python

B.1 Soluc¢dao Numérica do Oscilador Harmo6nico Simples

# /usr/bin/python3
# -*- coding: utf-8 -*-

HRAH ARG R ARG H AR ARG R AR A AR R AR R AU R AR R RHA AU AU AR AR U AR AR R AR AR AGH
# Oscilador Harmbénico Simples - Método de Euler

# Mecanica Classica

# Mini-Escola de Inverno 2020

# Dead Physicists Society

# Nickolas de Aguiar Alves

HHARARG AR R AR A AR A AR AARH AR H AR AR R AR AR AR HABARBARB AR ARBARBARBH
Oscilador Harménico Simples - Método de Euler

Mecdnica Classica

Mini-Escola de Inverno 2020

Dead Physicists Society

@author: Nickolas de Aguiar Alves
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mren

*

from pylab import # bibliotecas para matemdtica e grdficos
plt.rcParams.update({

"text.usetex": True,

"font.family": "serif",

"font.serif": ["Palatino"],

"font.size": 16,

D)

def euler(x_0, v_0, w, dt, N):

Método de Euler para o OHS. Recebe posicdo e velocidade iniciais
- x_0 e v_0, frequéncia w, passo dt e numero de iteracbées N. A funcédo
— retorna um array bidimensional com os pares (posicdo, instante de
— tempo).

t = np.float64(0) # tempo inicial t=0

X = np.zeros(shape=(N, 2)) # lista de posicbeses

v = np.zeros(shape=(N, 2)) # lista de velocidades

x[0] np.array([x_0, t]) # posicdo inicial
v[0] np.array([v_0, t]) # velocidade inicial
for n in range(l, N):
t += dt #atualiza o tempo
v[n] = np.array([v[n-1][0] - (w**2)*x[n-1][0]*dt, t])
— #atualiza a velocidade
x[n] = np.array([x[n-1][0] + v[n-1][0]*dt, t]) #atualiza a
<~ posicdo
return x

def plotting(movimento):

mrnr

Recebe um array com o formato do output da funcdo euler e retorna
— o0 grafico de posicdo por instante de tempo.

fig, ax = plt.subplots(figsize = (12,8)) #cria o ambiente de

— figura

ax.grid() #adiciona um grid a figura

X = movimento # lista de posicdes

ax.plot(x[:,1], x[:,0], linewidth = 1.8, color="#0D723B") #

— grafica x(t)

ax.set_xlabel ("Tempo", fontsize=22) # adiciona um label ao eixo

< horizontal
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ax.set_ylabel ("Posicao", fontsize=22) # adiciona um label ao eixo
— horizontal

show()
return
def mainQ:
dt = 0.001 # passo de tempo
T = 10 # tempo total de simulacdo

N = int(T/dt) # niumero de iteracées definido a partir do passo e
— do tempo total

plotting(euler(®, 1, 1, dt, N)) # calcular e graficar

return

main()

B.2 Espago de Fases do Péndulo Simples

# /usr/bin/python3
# -*- coding: utf-8 -*-

HUAH ARG R AH R AR ARG R AR ARG R AR R AU R AR R AR AR U AR AR R AR U AR AR RA AR AR A GH
# Espaco de Fases do Péndulo Simples - Método de Euler

# Mecanica Classica

# Mini-Escola de Inverno 2020

# Dead Physicists Society

# Nickolas de Aguiar Alves

HARBHHHRRRRRA R BB BRRRRRAR BB RRRRRRR BB RRRRRRAR AR RRRAA R AR
Espaco de Fases do Péndulo Simples - Método de Euler

Mecdnica Classica

Mini-Escola de Inverno 2020

Dead Physicists Society

@author: Nickolas de Aguiar Alves
from pylab import * # bibliotecas para matemdtica e graficos
plt.rcParams.update({

"text.usetex": True,

"font.family": "serif",

"font.serif": ["Palatino"],

"font.size": 16,

D)

def euler(q_®, p_®, m, g, 1, dt, N, epsilon):
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Método de Euler para o Péndulo Simples. Recebe posicdo e momento
— Iniciais x_0 e p_0, parametros m, g, 1, passo dt, niumero de iteracodes
— N e precisdo epsilon. 0 algoritmo para caso a distdncia entre o ultimo
— ponto calculado e a condicdo inicial seja menor que epsilon. A funcdo
< retorna um par composto por um array bidimensional com os trios
— (posicdo, momento, tempo) e pelo ponto em que a coordenada ultrapassou
< pi ou -pi.
t = np.float64(0) # tempo inicial t=0
phase = np.zeros(shape=(N, 3)) # array de fases
a = N-1
phase[0] = np.array([q_0, p_0®, t]) # condicées iniciais
for n in range(l, N):
t += dt #atualiza o tempo
phase[n] = np.array([phase[n-1][0] +
o  (1/(@m*1**2))*phase[n-1][1]*dt, phase[n-1][1] -
— m*g*l*np.sin(phase[n-1]1[0])*dt, t])
«~ #atualizacdo
if phase[n][0] < -np.pi: # se q < - pi, podemos somar 2 pi
<~ para manter o angulo entre -pi e pi
phase[n][0] += 2*np.pi
a=n
elif phase[n][0] > np.pi: # se q > + pi, podemos subtrair
— 2 pi para manter o angulo entre -pi e pi
phase[n][0] -= 2*np.pi
a=n
if n > 0.1*N and ((phase[n][0] - q_0)**2 + (phase[n][1] -
<~ p_0®)**2) < epsilon:
phase = phase[~np.all(phase==0, axis=1)] # remove
— linhas desnecessdrias com valor zero
break
return (phase, a)

def plotting(lista):
Recebe uma lista de triplas com o formato do output da funcdo
— euler e retorna o grdfico do espaco de fases.
fig, ax = plt.subplots(figsize = (12,8)) #cria o ambiente de
— figura
ax.grid() #adiciona um grid a figura
for tup in lista:
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phase = tup[0]
a = tup[1]
ax.plot(phase[:a,0], phase[:a,1], linewidth = 1.8,
<~ color="#0D723B") # grafica a curva no espaco de fases
— antes de atingir a condicdo de contorno em +- pi
ax.plot(phase[a:,0], phase[a:,1], linewidth = 1.8,
<~ color="#0D723B") # grafica a curva no espaco de fases
<~ apods atingir a condi¢do de contorno em +- pi
ax.set_xlabel ("Posicao", fontsize=22) # adiciona um label ao eixo
— horizontal
ax.set_ylabel ("Momento", fontsize=22) # adiciona um label ao eixo
< horizontal
show()
return

def mainQ:

mainQ)

dt = 0.0001 # passo de tempo
T
N = int(T/dt) # niumero de iteracées definido a partir do passo e
- do tempo total

20 # tempo total de simulacdo

1 # massa

=
1l

1 # aceleracdo da gravidade

(e}
1

1 =1 # comprimento do péndulo
condicoes = [(0,-3), (0,-2.5), (0,-2.1), (0,0.5), 0,1, (0,1.5),
- (0,1.9), (0,1.999), (0,2.1), (0,2.5), (0,3)] # condicdes
< 1niciais a serem utilizadas
lista = []
for cond in condicoes:
lista.append(euler(cond[0], cond[1], m, g, 1, dt, N, dt))
plotting(lista) # calcular e graficar
return

B.3 Espago de Fases do OHS — Método de Euler

# /usr/bin/python3
# -*- coding: utf-8 -*-

RURBAABHAH R AR ARG R AR ARG R AR A AHA AR AR HA AU AR R AR R AR U AR AR RA AR AR A GH
# Espaco de Fases do Péndulo Simples - Método de Euler

# Mecadnica Cldssica

# Mini-Escola de Inverno 2020

# Dead Physicists Society
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# Nickolas de Aguiar Alves
e
Espaco de Fases do Oscilador Harménico - Método de Euler
Mecanica Cldssica

Mini-Escola de Inverno 2020

Dead Physicists Society

@author: Nickolas de Aguiar Alves
from pylab import * # bibliotecas para matematica e graficos
plt.rcParams.update({

"text.usetex": True,

"font.family": "serif",

"font.serif": ["Palatino"],

"font.size": 16,

D)

def euler(q_0®, p_0®, m, w, dt, N, epsilon):

e

Método de Euler para o Oscilador Harménico. Recebe posicdo e

— momento iniciais x_0 e p_0, pardmetros m, w, passo dt, numero de

— 1teracées N e precisdo epsilon. 0 algoritmo para caso a distdncia

— entre o ultimo ponto calculado e a condicdo inicial seja menor que

— epsilon. A funcdo retorna um par composto por um array bidimensional

— com os trios (posicdo, momento, tempo) e pelo ponto em que a
<~ coordenada ultrapassou pi ou -pi.
t = np.float64(0) # tempo inicial t=0
phase = np.zeros(shape=(N, 3)) # array de fases
phase[0] = np.array([q_0, p_0, t]) # condicbées iniciais
for n in range(l, N):
t += dt #atualiza o tempo
phase[n] = np.array([phase[n-1][0] +
~ (1/m)*phase[n-1][1]*dt, phase[n-1][1] -
~ m*w*phase[n-1][0]*dt, t]) #atualizacdo
return phase

def plotting(lista):

e

Recebe uma lista de triplas com o formato do output da funcgdo

— euler e retorna o grdfico do espaco de fases.

i
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fig, ax = plt.subplots(figsize = (12,8)) #cria o ambiente de
~ figura
ax.grid() #adiciona um grid a figura
for phase in lista:
ax.plot(phase[:,0], phase[:,1], linewidth = 1.8,
<~ color="#0D723B") # grafica a curva no espaco de fases
ax.set_xlabel ("Posicdo", fontsize=22) # adiciona um label ao eixo
— horizontal
ax.set_ylabel ("Momento", fontsize=22) # adiciona um label ao eixo
— horizontal
show()
return

def main(Q):
dt = 0.01 # passo de tempo
T = 20 # tempo total de simulacdo
N
— do tempo total
m =1 # massa

int(T/dt) # numero de iterac¢bes definido a partir do passo e

w = 1 # frequencia
condicoes = [(0,0.5), (0,1), (0©,1.5), (0,2), (0,2.5, (0©,3)] #
— condicbes iniciais a serem utilizadas
lista = []
for cond in condicoes:
lista.append(euler(cond[0], cond[1], m, w, dt, N, dt))
plotting(lista) # calcular e graficar
return

main()

B.4 Espaco de Fases do OHS — Método de Euler—-Cromer

# susr/bin/python3
# -*- coding: utf-8 -*-

RRRRHAHHAH A A A A AR AARRRRRRRAARAA AR AAAAAAA AR RN
# Espaco de Fases do Péndulo Simples - Método de Euler-Cromer
# Mecdnica Cldssica

# Mini-Escola de Inverno 2020

# Dead Physicists Society

# Nickolas de Aguiar Alves

HAHRHRHRHRARH R RA ARG R AR R A RA R AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AHARA

i

Espaco de Fases do Oscilador Harménico - Método de Euler-Cromer
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Mecdnica Cldssica
Mini-Escola de Inverno 2020
Dead Physicists Society

@author: Nickolas de Aguiar Alves
from pylab import * # bibliotecas para matemdtica e graficos
plt.rcParams.update({

"text.usetex": True,

"font.family": "serif",

"font.serif": ["Palatino"],

"font.size": 16,

D)

def eulercromer(q_0®, p_®, m, w, dt, N, epsilon):
Método de Euler-Cromer para o Oscilador Harménico. Recebe posicéo
— e momento iniciais x_0 e p_0, pardmetros m, w, passo dt, niumero de
— 1teracbées N e precisdo epsilon. 0 algoritmo para caso a distdncia
— entre o ultimo ponto calculado e a condi¢do inicial seja menor que
— epsilon. A funcdo retorna um par composto por um array bidimensional
— com os trios (posicdo, momento, tempo) e pelo ponto em que a
— coordenada ultrapassou pi ou -pi.
t = np.float64(0) # tempo inicial t=0
phase = np.zeros(shape=(N, 3)) # array de fases
phase[0] = np.array([q_0, p_0®, t]) # condicées iniciais
for n in range(l, N):
t += dt #atualiza o tempo
p = phase[n-1][1] - m*w*phase[n-1][0]*dt
phase[n] = np.array([phase[n-1][0] + (1/m)*p*dt, p, tl)
« #atualizacdo
return phase

def plotting(lista):
Recebe uma lista de triplas com o formato do output da funcdo
— euler e retorna o grdfico do espaco de fases.
fig, ax = plt.subplots(figsize = (12,8)) #cria o ambiente de
— figura
ax.grid() #adiciona um grid a figura
for phase in lista:
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ax.plot(phase[:,0], phase[:,1], linewidth = 1.8,

— color="#0D723B") # grafica a curva no espaco de fases
ax.set_xlabel ("Posicdo", fontsize=22) # adiciona um label ao eixo
< horizontal
ax.set_ylabel ("Momento", fontsize=22) # adiciona um label ao eixo
< horizontal
show ()
return

def mainQ):

dt = 0.01 # passo de tempo

T = 20 # tempo total de simulacao

N = int(T/dt) # niumero de iteracdes definido a partir do passo e

< do tempo total

m = 1 # massa

w = 1 # frequencia

condicoes = [(0,0.5), (0,1), (0,1.5), (,2), (0,2.5), (0,3)] #

— condicbes iniciais a serem utilizadas

lista = []

for cond in condicoes:
lista.append(eulercromer(cond[0], cond[1], m, w, dt, N,
~ dt))

plotting(lista) # calcular e graficar

return

main()

C Exercicios Finais

A maior parte deste texto é consideravelmente tedrica, e inclui poucos exemplos e exercicios
com problemas envolvendo mais calculos. Por isso, incluo este apéndice com uma lista de
problemas. Nao ha método especifico de solugdo para cada um. Ultilize as técnicas que
achar mais convenientes. Note que resolver o mesmo problema por meio de um conjunto
de técnicas (como o oscilador harmoénico) pode servir como forma de averiguar se esta
tomando os procedimentos corretos e mesmo obter uma compreensdo mais profunda
sobre o problema em si.

Existem diversos assuntos sobre Mecanica que ndo fomos capazes de cobrir neste
curto curso, o que dificulta um pouco a escolha dos exercicios. Por sorte, este ndo é
um curso formal, que requer que os alunos resolvam provas sozinhos ou algo do tipo.
Colaboragdo com colegas na compreensdo dos exercicios é incentivada, tal qual a consulta
areferéncias. Alguns dos problemas aqui apresentados podem ser entendidos de maneira
mais simples se forem utilizadas técnicas que ndo mencionamos. Problemas na vida
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real ndo se restringem apenas ao material que vocé ja estudou em cursos. Consulte as
referéncias, discuta com colegas, e sinta-se a vontade para me pedir ajuda se precisar.

Decidi também manter a filosofia de evitar dizer quando é preciso fazer alguma
aproximacao para resolver o problema, ou quando é melhor tratd-lo numericamente, etc.
Nao me lembro se ja experienciei algo do tipo em algum curso que eu tenha feito, mas
acho que ndo, o que é certamente uma pena. O Universo raramente traz instru¢ées do tipo
“Considere apenas pequenas oscilagdes”.

Exercicio 93:
Considere uma particula se movendo em uma dimensao sob a acdo do potencial

4 2
9" kq
V(g) =+ —. C1
(@) =7+ €1
Encontre os pontos de equilibrio, classifique-os como estaveis ou instdveis e encontre
as frequéncias de pequenas oscilagoes. d

Exercicio 94:
Considere uma particula se movendo sob a agdo dum potencial central. Seja p seu
momento linear* e r sua posicdo. Mostre que o momento angular L = r X p é conservado.

M
Exercicio 95:
Uma particula se move sob a acdo do potencial
k
Vig) = g (C.2)
Dadas condigdes iniciais g(0) e 4(0) (ou p(0), a sua escolha), obtenha g(t). X
Exercicio 96:
Considere a Hamiltoniana
1
H=—(p—cA)?+ep, (C.3)

2m

onde ¢ e A sdo fun¢des dadas do espago e do tempo. Mostre que as equagdes de movimento
descrevem a forca de Lorentz,

F=c(E+vXB), (C4)

onde v é a velocidade da particula e os campos E e B sdo dados por

E:—V<p—a—A B=V x A. (C.5)

ot T

Exercicio 97:
Reduza a quadraturas o problema do péndulo esférico: uma particula se movendo
em trés dimensdes sob o vinculo x? + y? + z2 = [?, para alguma constante /, e sob a agdo
de um campo gravitacional uniforme com intensidade g. M

*Isto é, o vetor cujas componentes sdo os momentos canonicamente conjugados as coordenadas cartesianas
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Exercicio 98 [Problema de Kepler]:
Considere uma particula se movendo sob a agdo de um potencial central com a forma

V(r)=—-. (C.6)

Seja m a massa da particula, p seu momento linear e L = r X p seu momento angular.
Mostre que L e L2 = ||L||* sdo quantidades conservadas. Mostre que o vetor de Laplace-
Runge-Lenz, definido como

A = p X L —mkt, (C.7)

é uma quantidade conservada.

Considere a quantidade r+ A = rAcos6, onde 6 é o angulo formado entre o vetor
de Laplace-Runge-Lenz e o vetor posicdo. Mostre que as trajetdrias para o problema de
Kepler sdo descritas por

1 mk A
o= L2<1+mkc059>. (C.8)
Conclua que o movimento é limitado apenas para energias negativas. Y

Exercicio 99:

Considere o problema de um péndulo eléstico, em que o bastdo rigido de um péndulo
é substituido por uma mola de constante k. Considere que seu movimento esta restrito
a um unico plano, de modo que o sistema tenha dois graus de liberdade. Obtenha as
equagdes de movimento e os pontos de equilibrio. M

Exercicio 100:
Decida se sdo canénicas as transformacgoes

i Q=¢ P=14;

ii. Q:cosq—l,P:—ﬁ;

iii. = Qe f, p=el;

ivvQ=p P=g

v. Q=g+ (1-P2),P = p—sin(2ng);

vi. Q=g+ (1-p?), P = p —sin(27q);

vil. q=Q+P,p=Q-PF;
viii. Q =g +ap, P=p—a(q® +k¢?);

ix. Q=¢q+aP,P=p—a(q’+kq). S
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