As Time Goes By

Em busca das solugdes das Equagdes de Maxwell

Nickolas Alves

Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo

Departamento de Fisica Matematica

alves.nickolas@usp.br

Resumo

O Eletromagnetismo se propde a determinar as forcas de carater elétrico e magnético que agem sobre
particulas e corpos carregados. Isto é feito encontrando os campos elétrico e magnético, descritos pe-
las chamadas Equacdes de Maxwell, e entdo obtendo a Forca de Lorentz a partir de tais campos. Desta
forma, a solugdo das Equacdes de Maxwell ocupa uma posicao central no Eletromagnetismo. Neste tra-
balho apresenta-se de forma breve e intuitiva as ideias bésicas por trds da obtencdo das Equacgoes de
Jetimenko, que constituem a solucao geral das Equag¢des de Maxwell com distribui¢des de cargas e cor-
rentes finitas ou com decaimento suficientemente rapido para distancias infinitas.

Introducao

E extremamente frequente o uso das chamadas equacdes diferenciais para a descricio de
fendmenos fisicos. Enquanto equacdes algébricas possuem ntiimeros como solugdes, equa-
¢Oes diferenciais possuem funcdes como solucdes. Além disso, estas equagdes descrevem o
comportamento local das suas solugOes. Isto é, descrevem o qudo inclinadas e curvadas sao
estas solugOes, por exemplo.

Em problemas de Eletromagnetismo, lida-se com fungdes razoavelmente complicadas,
visto que a cada ponto do espaco elas atribuem um vetor. Para a descricdo destas fun-
cOes em termos de equacgOes diferenciais, é preciso descrever onde estes campos de vetores
divergem e onde rotacionam (Figura [1). Neste trabalho, denotamos vetores em negrito e
escalares em fonte usual.
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Figura 1: Exemplos de campo que diverge, mas ndo rotaciona, e que rotaciona, mas ndo diverge.

As EquacgOes de Maxwell descrevem onde e como os campos elétrico e magnético diver-
gem e rotacionam de acordo com as distribui¢Oes de cargas e correntes elétricas e com a
variacdo um do outro:
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Na linguagem do cédlculo vetorial, o simbolo V - F denota a funcdo que nos diz quanto o

campo F diverge em cada ponto e o simbolo V X F denota a funcao que nos diz quanto e

em torno de qual eixo o campo F rotaciona em cada ponto. O simbolo % representa como o

campo F muda com o passar do tempo. Nas Equacoes de Maxwell, E é o campo elétrico, B é
0 campo magnético, p € a fun¢do que nos informa quanta carga esta presente em cada ponto
de espaco e J é a fungdo que nos informa a corrente que passa por cada ponto no espago. As
constantes i e €y descrevem as propriedades eletromagnéticas do vacuo.

Potenciais Eletrodinamicos

Ter as Equacdes de Maxwell ainda ndo significa que conhecemos os campos elétrico e mag-
nético de um determinado problema, ainda é preciso fornecermos as cargas e correntes e
resolver as Equacdes de Maxwell. Ou seja, conhecendo como os campos rotacionam e diver-
gem, obter o campo em si (também vamos assumir que 0os campos valem zero no infinito,
onde estdo longe de todas as cargas e correntes).

Para obter esta solugdo, utilizaremos a formulacdo potencial da Eletrodindmica. Uma das
informac0Oes que as Equacdes de Maxwell nos dao é que existem func¢des V e A tais que
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O simbolo VT denota a fungdo vetorial que, em todo ponto do espaco, aponta para a dire-

cdo em que a funcdo F cresce mais rapido (ou seja, estd mais inclinada).

Calcular VYV, aa—‘i‘ e V X A quando se conhece V e A é um trabalho simples, e como V € es-
calar é muito mais simples encontrd-lo do que encontrar E diretamente. Assim, o problema
de encontrar os campos eletromagnéticos se reduziu ao problema de encontrar os potenciais
escalar e vetorial.

Utilizando um pouco de célculo e dlgebra vetorial, pode-se mostrar que, sob certas condi-

coes,
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As Equac0es (3) sdo conhecidas como equacdes de onda. Elas nos dizem que os potenciais
oscilam de forma semelhante a ondas em uma lagoa, sendo que as cargas e correntes agem

como pedras caindo na dgua e forcando oscilagdes. Além disso, a Equacdo de Onda é bem
compreendida atualmente, e podemos mostrar que as solu¢des das Equacdes (3)) sdo
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Acima, r é o lugar onde estamos medindo o valor e dire¢cdo dos campos eletromagnéticos,
r’ é a posi¢do de uma carga ou onde estamos medindo uma corrente, 2 = r — r’. O simbolo

[ dt’ denota que estamos somando os campos devidos a muitas cargas e correntes muito

pequenas. ¢ é a velocidade da luz no véacuo, e vale que ¢ = L_
Vv Ho€o

O termo t — < significa, fisicamente, que é preciso um certo tempo para que a informagéo
sobre as cargas em um ponto se propague até outro. Além disso, essa informacao se propaga
na velocidade da luz, c. Contudo, isso ainda ndo possui um significado tdo profundo, pois
O que nos interessa ndo sao os potenciais V e A, mas sim os campos E e B

Ondas Eletromagnéticas e Equacoes de Jefimenko

Aplicando o operador V X nas duas tultimas Equagoes de Maxwell e manipulando um
pouco o que for obtido, podemos mostrar que os campos eletromagnéticos também satis-
fazem equacgdes de onda! Mais especificamente, vale que
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Note que as “pedras” que causam as oscilagdes dos campos E e B ndo sdo as cargas e cor-
rentes em si, mas sim coisas como o quanto elas giram, mudam com o tempo e crescem.
Se escrevermos |F| = F(r/,t —£) para abreviar a notagdo, métodos anélogos aos usados
para os potenciais e algumas manipula¢des matemadticas nos permitem obter as Equacdes

de Jefimenko:
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Estas equacdes constituem a solucdo geral das Equacdes de Maxwell para cargas e corren-
tes que se anulam no infinito suficientemente rapido.
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Comentarios Finais

e As EquacOes de Jefimenko recuperam as conhecidas Leis de Coulomb e Biot-Savart da
Eletrostatica e Magnetostatica para distribuicOes de cargas e correntes estéticas.

e Percebe-se os efeitos da finitude da velocidade da luz quando vemos que os campos sdo
gerados por cargas e correntes em retardo (o campo no instante t é gerado pelas cargas e
correntes no instante t’ = t — £). Se a velocidade da luz fosse infinita, ter-se-ia t’ = t.

e Os campos elétrico e magnético sdo gerados de maneira independente por cargas e cor-
rentes; a relacdo ciclica sugerida pelas Leis de Faraday e Ampere-Maxwell é apenas uma
coincidéncia devida a influéncia das correntes elétricas no campo elétrico.

e As solugdes apresentadas descrevem apenas as oscilagOes forcadas por cargas e correntes,
ndo possiveis campos criados durante o Big Bang (condic¢des iniciais).

Desenvolvimentos Futuros

As Equacoes de Jefimenko solucionam as Equagdes de Maxwell microscopicas, ou seja, sao
de dificil aplicacdo para casos como materiais polarizados ou magnetizados, além de ndo
serem validas no espago-tempo curvo. A generalizagdo dos resultados requer um trabalho
te6rico mais aprofundado, pois as equacdes diferenciais envolvidas sdo de resolucdo consi-
deravelmente mais complexa que as aqui apresentadas.
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