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Prefacio

As presentes notas foram escritas como um método de estudo de contetdos introdutérios de
Algebra. Tendo como autor um graduando, estdo sujeitas a erros e ainda necessitam passar por
um processo minucioso de revisdo de provas. Além disso, é importantissimo ressaltar que ainda
estdo em uma versdo preliminar, e possivelmente passardo por um processo de cortes, inser¢oes
e reordenamentos para que possam assumir uma estrutura mais adequada.

O texto foi escrito com base principal em [4]. Contetdo, a ordem de alguns contetidos foi
trocada (o Capitulo |1} por exemplo, deriva de um apéndice de [4]) e outros foram muito mais
aprofundados (os resultados da Secéo[§2]acerca de ordens foram provados pelo autor com base
nas defini¢des obtidas em [10]).

E perceptivel a pequena quantidade de exemplos ao longo do texto. Isso se deve as notas
tentarem, tanto quanto possivel, construir-se sobre as proposicoes e defini¢des de forma que
elas sejam o préprio exemplo. Ao invés de dar diversos exemplos de relagdes de ordem parcial
ampla, prefere-se fornecer a definicdo, deduzir alguns resultados, definir a relagdo de menor ou
igual em N e mostrar que satisfaz as hipéteses de uma ordem ampla. Desta forma, mantém-
se em certos pontos um tratamento um pouco mais abstrato, mas em geral o texto se apega
fortemente ao objeto de estudo, que cré-se ser consideravelmente concreto em comparagdo com
outros tépicos de Algebra.

Ao final das notas, pode-se ainda encontrar um Glossario de Defini¢ées, que sumariza todas
as definices feitas ao longo dos capitulos e apéndices. Seu objetivo é fornecer uma referéncia
rapida ao leitor.

Desde ja o autor agradece pelo interesse em seu trabalho e se dispde a receber criticas, elogios
e/ou sugestdes via e-mail por alves.nickolas@usp.br. Caso seja de interesse, outros de seus
trabalhos podem ser encontrados em seu website pessoal, http://soc.if.usp.br/~nickolas.

Nickolas de Aguiar ALves
29 de agosto de 2018
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CariTUuLO 1

Construcao de Sistemas Numéricos Basicos

O método de “postular” o que queremos tem
muitas vantagens; elas sdo as mesmas vantagens
do roubo sobre o trabalho honesto.

Introduction to Mathematical Philosophy
BERTRAND RuUSSEL

§1: Axiomas de Peano e Operagdes em N

Postulado 1:
Admitimos a existéncia dos trés conceitos primitivos:

i. nimero natural;

ii. zero;
iii. sucessor. 'Y
Notagio:
Denotaremos o zero por 0, o sucessor de um ndmero natural n por o(n) e o conjunto dos
numeros naturais por N. &

Axioma 2 [Axiomas de Peano]:
Admitimos a validade dos seguintes axiomas:

i. 0 é um numero natural;

ii. a todo ntimero natural n estd associado um sucessor o(n), que também é um ndmero
natural;

iii. 0 ndo é o sucessor de ntimero algum;
iv. om)=o(m)=n=m;
v. Principio da Indugdo Matemadtica: se S C N satisfaz:

(a) 0€S§;
(b) neS=o(n) eSs.



Axiomas de Peano e Opera¢ées em N §1

Entao S =N 'Y
Observagio:

Utilizando as nomenclaturas modernas de conjuntos e fung¢des, pode-se enunciar os Postu-

lados e Axiomas de Peano de maneira alternativa. &

Postulado [Axiomas de Peano]:
Admitimos a existéncia de um conjunto N, denominado conjunto dos ndmeros naturais, e
de uma funcdo o: N — N, denominada sucessor, tais que:

i. 30 € N;0 ¢ Rano;
ii. o é injetora;
iii. seja S C N tal que

(@) 0€S;
(b) neS=o(n)es.

Entdao S = N. ®
Notagio:

N* = N\ {0}. &
Lema 1:

N* +£ @& O
Demonstragio:

Pelo Axioma 2.i e pelo Axioma existe o(0) € N. Pelo Axioma 0 # 0(0). Logo,
0(0) € N*. Conclui-se que N* # . |
Proposigao 2:

Ran o = N*, (I
Demonstragio:

Considere o conjunto S := {0} U Ran 0. Claramente 0 € Se,sen € S, o(n) € S. Sabemos
que 3o(n) € S pois, Vn € S,n =0V n € Rano. Sen = 0, entdo o Axioma 2. e o Axioma [2.ii
garantem que existe o(n) € N. Se n € Ran ¢, entdo o Axioma nos diz que n € N e o mesmo
axioma garante que existe o(n) € N. Logo - como 0 € N pelo Axioma [2.ie Rano C N pelo
Axiomae, portanto, S C N-o Axiomanos leva a conclusdo de que S = N.

Segue entdo que

N=S§,
N\ {0} = ({0} URan o) \ {0},
N* = ({0(}URan o) N N*,
N* = ({0}nN*) U (Ran o N N*) |
N* =g U (RanocNN*),
N* = Ran o \ {0},

N* = Rano. (Axioma [2.1ii)

Assim concluimos a demontracgéo. ]
Corolério 3:

VneN,dmeN;n=oc(m). O
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Demonstragio:
O enunciado decorre trivialmente do Axioma [2.iile da Proposigao [ |

Defini¢ao 1 [Antecessor]:
Seja n € N*. Dizemos que o ntimero natural m que satisfaz o(m) = n é o antecessor de n e

que n é o sucessor de m. Também dizemos que m antecede n e que n sucede m. [ )
Notagio:
Seja n € N*. Denotaremos o antecessor de n por o(n). &

Definigdo 2 [Adicao]:
Seja m € N um ntmero natural dado. Entdo definimos a soma, também chamada de adigio e
denotada por +, de m com outro ntimero natural por

i m+0=m
ii. m+on)=ocm+n);VneN. o

Proposicao 4:
Seja m € N um niimero natural dado. Entdio a soma m + n estd bem-definida para todo niimero
natural . O

Demonstragio:
Seja S := {n € N; m + n estd bem definido}. Da Definicdo sabemos que 0 € S. Do
Corolario B|sabemos que N C S. Pela Proposicéo [2]sabemos entdo que n € S = o(n) € S, visto

que Rano C S C N. Teremos entdo, pelo Axioma[2.v] que S = N. [ |
Observagio:

Como, para cada m € N, m + n estd bem-definida para todo n € N, vé-se que m + n estd
bem definida Vm,n € N. &

Proposigao 5:
A adicdo de niimeros naturais é associativa, i.e.,

m+Mm+p)=(m+n)+p,vmmn,p € N. ]
Demonstragio:
SejaS:={pe N, m+ (n+p)=(m+n)+p,Vvm,n € N}. Queremos provar que S = N.
Claramente vale que 0 € S, pois, pela Defini¢ao [2.i|temos que

m+n+0)=m+n=(m+n)+0.

Suponhamos que p € S e provemos que, neste caso, o(p) € S. Veja que

m+ (n+o(p)) =m+on+rp), (Definigao [2.ii)
=o(m+ (n+p)), (Definicao
=o((m+n)+rp), (por hipétese)
=(m+mn)+o(p). (Definigao [2.ii)

Assim, vemos que p € S = o(p) € S. Como S C Ne 0 € S, 0 Axioma[2.v|implica que S = N,
encerrando a demonstragao. |
Lema 6:

m+0=m=0+m,VmeN. O
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Demonstragio:
Pela Definicdo2.i, m + 0 = m,¥m € N. Resta provar que 0 + m = m,¥m € N.
SejaS:={m e N;0+m=m}. E claro que S C Neque0 € S, este tiltimo pois 0 4 0 = 0, pela

Definicdo
Suponha que m € S. Entdo o(m) € S, pois
0+ o(m) = o(0+m), (Definigao [2.ii)
=o(m). (por hipétese)
Logo, o Axioma 2.v|nos diz que S = N, concluindo a demonstragao. n
Proposicao 7:
ImeN,m+n=n=n+m,Vn € N. Além disso, este tinico m é o elemento zero. [l

Demonstragio:
Suponha que m,p € N satisfazem esta condigdo. Entdo segue que

m+p=p=p+m,
p+m=m=m+p,
Som=p.
Pelo Lema | sabemos que 0 satisfaz a condi¢ao desejada e, pelo argumento acima, sabemos

que € o inico nimero natural que o faz. |

Definig¢io 3 [Elemento Nulo]:
Devido a Proposigéodiremos que 0 é o elemento neutro aditivo, ou elemento nulo,de N. &

Defini¢iao 4 [Um]:

Chamaremos de um, e indicaremos por 1, o sucessor de 0, i.e., 1 = ¢(0). '
Lema 8:

om)=T+m,VYymeN. O
Demonstragio:

Seja S :={m € N; o0(m) = 1+ m}. Sabemos que S C N e que 0 € §, este dltimo porque, pela
Deﬁnigéoe pela Definigéo@ 14+0=1=0(0). Além disso, sen € S, entdo o(n) € S, pois

14+ omn) =o(1+mn), (Definigao [2.ii)
=o(o(n)). (por hipétese)
Assim, o Axioma[2.v|implica que S = N. |
Proposicao 9:
A adigdo de nitmeros naturais é comutativa, i.e.,
m+n=n+m,vVmneN. (]

Demonstragio:

Seja S:=neN;m+n=n+m,¥me N} Eclaro que S C N e sabemos que 0 € S, pois a
Proposigéo[ﬂnos dizquem+0=m=0+m,VmeN

Suponhamos que n € S. Entdo o(n) € S, pois

m+ o(n) =o(m+n), (Definicao
=o(n+m), (por hipétese)
=1+ Mn+m), (Lemal(8)
=(1+n)+m, (Proposicao )
=o(n) +m. (Lemal8)
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Teremos entéo, pelo Axioma2.v| que S = N. [ |

Proposicao 10:
A soma de nitmeros naturais admite a Lei do Cancelamento, i.e.,

m+p=n+p=>m=nVmn,pel. O

Demonstragio:
Seja o conjunto S definido por

S={peNm+p=n+p=m=n,YmneN}.

Evidentemente S C N. Note que 0 € S, pois, pela Defini¢dgoR.il a+0=b+0=a=b.
Sep € S, entdo o(p) € S, pois, se m+ o(p) =n+ o(p),

m+o(p) =n+ o(p),

o(m+p)=ocn+p), (Definigao [2.ii)
m+p=n+p, (Axioma [2.iv)
m=n. (por hipétese)
Logo, pelo Axioma[2.v] S = N. [ |
Lema 11:
Sejam m,n € N. Entfdlom+n =0 m=n=0. O
Demonstragio:

Da Definigao [2.i decorre trivialmente que 0 + 0 = 0, de forma que a volta estd demonstrada.
Concentremo-nos, pois, na ida. Suponhamos, sem perda de generalidade, que m € N*.
Entéo, da Proposicao[2} sabemos que 3p € N; o(p) = m. Note entdo que

0=m+n, (por hipétese)
= o(p) +n, (Proposigao[2)
=n+o(p), (Proposicao[9)
=o(n+p). (Definicao

Logo, concluimos que existe um niimero natural do qual 0 é sucessor. Contudo, isso contradiz o
Axiomalf.iii Por absurdo, concluimos sem perda de generalidade que é impossivel que m € N*.

Portanto, m =n = 0. |
Lema 12:

Sejam m,n € Nfaisquem+n =1. Entiooum=1len=0oum=0en=1. O
Demonstragio:

Sabemos que m e n ndo sdo ambos nulos pois, se o fossem, ter-se-ia que m+n =040 = 0.
Como m+n = 1, isso claramente ¢ falso. Logo, pela Proposi¢ao[Z, ao menos um deles é sucessor
de um ntimero natural, que chamaremos de p. Sem perda de generalidade, suponhamos m
ndo-nulo e o(p) = m.

Teremos entdo que n + o(p) = 0(0). Pela Defini¢ao P2J.ii| vale que o(n + p) = ¢(0). Pelo
Axioma n+p = 0. Pelo Lema[l1) n = p = 0. Logo, m = o(p) = 1. Caso m seja nulo,
tem-se a demostracdo andloga fazendo n = o(p). |

Defini¢ao 5 [Multiplica¢do]:
Seja m € N um ntimero natural dado. Entdo definimos o produto, também chamado de
multiplicagio e denotado por -, de m com outro niimero natural por
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i m-0=0;

ii. m-o(n)=(m-n)+m,¥YyneN. ®
Proposicao 13:

Seja m € N um niimero natural dado. Entdo o produto m - n estd bem-definido para todo niimero
natural n. O
Demonstragio:

Seja S :={n € N; m - n estd bem definido}. E claro que S C N. Da Deﬁnigéosabemos que
0es.
Como a soma de niimeros naturais ¢ bem-definida (Proposicao [), a Defini¢do [5.ii| garante

que, se n € S, entdo o(n) € S. Teremos entdo, pelo Axioma[2.v| que S = N. |
Observagio:

Como, para cada m € N, m - n estd bem-definida para todon € N, vé-se que m - n estd bem
definida Vm,n € N. &
Lema 14:

T-m=mVmeN. (]
Demonstragio:

SejaS:={meN;1T-m=m}. E evidente que S C Ne, pela Definigéo 1.0=0=0¢€¢S.
Suponha que n € S. Entdo o(n) € S, pois

1T-on)=01-n)+1, (Definigao b.ii)
=n+1, (por hipétese)
=1+n, (Proposicao[9)
=o(n). (Lema

Logo, do Axioma[2.v|resulta que S = N. [ |
Proposicao 15:

ImeN,m-n=n=n-m,Vn € N. Além disso, este iinico m é o elemento 1. O
Demonstragio:

Suponha que m, p € N satisfazem esta condi¢do. Entdo segue que

m-p=p=p-m,
p-m=m=m-p,

Sp=m.

Sabemos, do Lema([T4} que T- m = m,¥m € N. Além disso, vale que m - 1 = m, pois

m-1=m-o(0), (Definigao4)
=(m-0)+m, (Definigao 5.ii)
=0+4+m, (Definigao5.i)
=m. (Proposi¢do

Logo, 1 é o tinico niimero natural que satisfaz a condi¢do desejada, concluindo a demonstra-
cao. |

Definicdo 6 [Identidade]:
Devido a Proposigéo (15| diremos que 1 é o elemento neutro multiplicativo, ou identidade, de

N. [ )

6
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Proposicao 16:

O produto de niimeros naturais se distribui sobre a soma de niimeros naturais, i.e.,

m-n+p)=(m-n)+(m-p),Vymmn,peN

Demonstragio:

SejaS:={peN;m-(n+p)=(m-n)+ (m-p),ymmne N} E evidente que S € N. Quere-

mos provar que S = N.
Podemos constatar facilmente que O € S, pois

m-(n+0)=m-n,
=(m-n)+0,

=(m-n)+ (m-0).

Suponhamos agora que p € S. Entdo o(p) € S. Afinal,

m-(n+o(p)) =m-o(n+p),
(m-(m+p))+m,

=((m-n)+(m-p))+m,

(
=(m-n)+ (m-p)+m,
(m-n)+(m-o(p)).

Logo, pelo Axioma[2.v} vale que S = N

Proposicao 17:
A multiplicagdo de niimeros naturais é associativa, i.e.,

m-(n-p)=(m-n)-p,ymmn,peN.

Demonstragio:

(Proposi¢do
(Proposicao|7)
(Definicdo

(Definicao
(Definigdo
(por hipétese)

(Proposigao
(Definicao
]

SejaS:={peN;m-(n-p)=(m-n)-p,Vvm,n € N}. Sabemos que S C N e queremos provar

que S =N.
Vale que 0 € S, pois

=0,
=(m-n)-0
Suponhamos que p € S. Entao o(p) € S, pois
m-(n-o(p)) =m-((n-p)+n)j,
=(m-(n-p))+(m-n),
=((m-n)-p)+ (m-n),
=(m-n)-o(p).

Usando o Axioma 2.v} concluimos que S = N.

Lema 18:
m-0=0-m=0,Yyme&N.
Demonstragio:

(Definicdo
(Definicao
(Defini¢ao

(Definigdo
(Proposicdo
(por hipétese)

(Definicao
|

O

Pela Definicédo [5.i sabemos que m - 0 = 0,V m € N. Resta apenas provarmos que 0 - m =

o,YymeN.
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Tome S :={m € N;0- m = 0}. E claro que S C N. Queremos provar que S = N.
Sabemos que 0 € S, pois, pela Defini¢do5.i vale que 0- 0 = 0. Vale que m € S = o(m) €S,

pois
0-o(m)=0-m+0,
0-o(m)=0-m,
0-o(m)=0.

(Defini¢ao
(Definicao
(por hipétese)

Logo, pelo Axioma[2.v|vale que S = N, nos levando a conclusao de que 0- m =0,V m € N.

Assim, concluimos que, de fatoo m-0=0-m =0,Yym e N.

Lema 19:
(m+mn) P = (m‘P)+(n'P)>VmanaP eN.

Demonstragio:

O

SejaS:={peN;(m+n)-p=(m-p)+(n-p),YymmneN}L E claro que S € N. Queremos

provar que S = N

0 € S, pois
(m+n)-0=0,
=m-0,
=(m-0)+0,
=(m-0)+(n-0).
p €S = o(p) €S, pois
(m+mn)-o(p) =((m+n)-p)+(m+n),
=(m-p)+m-p)+(m+n),
=(m-p)+n-p)+m+n,
=(m-p)+m+Mmn-p)+n,
(

m-o(p)) + (n-o(p)).
Pelo Axioma2.v] S = N

Proposicao 20:
A multiplicagdo de niimeros naturais é comutativa, i.e.,

m-n=n-mVvVmneN.

Demonstragio:

(Definicao
(Defini¢ao
(Defini¢ao
(Definicao

(Definigao
(por hipétese)

(Proposigdo
(Proposicao
(Definigao
|

SejaS:={neN;m-n=n-m,¥m € N}. Sabemos que S C N e queremos provar que S =N

Pelo Lema|[T§|sabemos que 0 € S.
Se supormos que n € S, entdo o(n) € S, pois

m-on)=(m-n)+m,
=m+ (m-n),
=m+ (n-m),
=(1-m)+(n-m),
=(1+n)-m

=o(n)-m.

(Definigao
(Proposicao[9)
(por hipétese)

(Proposicao

(Lema

(Lema

Concluimos entdo, por meio do Axioma que S = N, encerrando assim a demonstragdo.
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Teorema 21:
Sejam m,n € N. Entdo uma, e somente uma, das alternativas sequintes é verdadeira:

i m=n;
ii. IpeN ,m+p=n;
iii. 3ge N, m=n+q. O

Demonstragio:

Primeiramente, notemos que as condigdes sdo mutuamente exclusivas, i.e., ndo é possivel
que duas sejam satisfeitas simultaneamente.

i= —ii: Fixe myn € N tais que m =n, i.e., valei. Sejap € N m +p = n. Entdo p = 0, pois,
comom=n=m-+p,

m=p-+m,
O+m=p+m,
0=rp. (Proposigao|[T0)

Logo, p ndo pode estar em N*, o que implica que ii é falsa.
ii = —iii: Sejam m,n,p € N,p # 0, tais que m +p = n, i, vale ii. Suponhamos, por
absurdo, que exista q € N tal que m =n + q. Entdo é claro que m = m + p + q e seguird que

m=p-+q+m,
O+m=p+q+m,
0=p+q. (Proposigao|[T0)

Pelo Lemal|l 1} sabemos que isso implica que p = q = 0, contradizendo a hipétese inicial de que
p # 0. Logo, chegamos a um absurdo, forcando-nos a concluir que néo existe tal q.

Por argumentacdo andloga a feita para demonstrar que i = — ii pode-se concluir que i = —
iii. Tomando as contrapositivas das afirmagdes demonstradas previamente vemos que ii = — 1,
iii = —ieiii = —ii. Logo, as afirmagdes sdo mutuamente exclusivas.

Tome m € N. Definimos o conjunto S, por

Smi=neN;(m=n)V(m+p=n)V(m=n+q),p,qeN}.

E evidente que, para cada m € N, S;;;, € N. Também é vélido que 0 € S,,, pois, se m =0, a
primeira condigdo é satisfeita. Se m # 0, entdo m = 0 + m, satisfazendo a terceira condi¢do com
q=m.

Suponha agora que, para um dadom € N, n € S;,,. Entdo o(n) € Sy, pois:

i. Sem =n,entdiom+1=n+1e, pelo Lema m+1 = o(n). Logo, o(n) satisfaz a segunda
condicdo, de forma que, de fato, o(n) € Sy,.

ii. Sem+p = n, paraalgump € N*, entdio m+p+1=n+1e, peloLema[§ m+p+1=o(n).
Novamente concluimos que o(n) satisfaz a segunda condigdo e, portanto, o(n) € Sy,.

iii. Se m = n + q, para algum q € N*, a Proposicdo [2 nos informa que 3p € N;o(p) = q.
Logo, teremos que
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Se q =1, entdo p = 0 e, portanto, m = o(n), satisfazendo a primeira condi¢do. Se q # 1,
entdo p € N* e tem-se satisfeita a terceira condi¢do. Logo, o(n) € Sy,.

Logo, pelo Axioma[2.v} vale que S, = N,V m € N, garantindo que, dados dois niimeros natu-
rais quaisquer, uma das trés condicdes listadas € satisfeita. Juntando isto ao provado no inicio da
demonstragédo, teremos que somente uma delas pode ser satisfeita, quod erat demonstrandum. R

Observagio:

Na demonstragao do Teorema[2T|utilizamos, de forma implicita, a Definigdo[2} a Definicaod]
a Proposigdo E} a Proposigdo |/| e a Proposicdo E} De agora em diante faremos isso com mais
frequéncia, pressupondo os passos que as envolvem como evidentes. O mesmo serd feito com
relagdo ao uso da Definigdo [5| da Proposicao da Proposigdo da Proposigdo [17] e da
Proposigao[20]

Notagio:

Doravante deixaremos, a depender da conveniéncia, o sinal -, que denota o produto de
naturais, subentendido. Por exemplo, dados dois ntimeros naturais m e n, denotaremos seu
produto por mn = m - n. Além disso, sempre entenderemos a presenga dos parénteses ao
utilizar qualquer uma das notagdes, e.g.

mn+pg=m-n+p-q=(m-n)+(p-q). &

Coroldrio 22:
Sejam m,n. € N. Entdo ao menos uma das alternativas seguintes é verdadeira:

idpeNm+p=mn,
ii. 3geN;m=n+q.
Além disso, as duas alternativas serdo satisfeitas se, e somente se, p = q = 0. O

Demonstragio:
Do Teorema 21{sabemos que, ¥V m,n € N, é satisfeita uma, e somente uma, das seguintes:

Ti m=n;
Tii 3pe N ,m+p=n;
Tiii 3g e N, m=n+gq.

E trivial constatar que, se T.ii valer, i sera satisfeita. Se T.iii valer, ii sera satisfeita. Se T.i valer,
i e ii serdo satisfeitas.
Suponha que i e ii sdo satisfeitas. Entdo vale que

m=m+p+d,
O+m=p+q+m,

0=p+q. (Proposigao|[T0)
Pelo Lemal(TT] vale que p = q = 0, concluindo a demonstragao. |

§2: Ordenando os Naturais

Definicao 7 [Relacdo Binaria]:
Sejam A e B conjuntos e seja o seu produto cartesiano A x B. Diremos que um subconjuntos
R C A x B é uma relagdo bindria, ou simplesmente uma relagio, entre A e B. 'Y

10
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Definic¢io 8 [Relagdo Inversal:
Sejam A e B conjuntos e R uma relagéo entre A e B. Definimos a relagdo inversa de R, R™!, por

R :={(b,a) € B x A;(a,b) € R}. 'y

Defini¢do 9 [Ordem Parcial Ampla]:
Seja A um conjunto e R C A x A uma relagdo bindria em A. Diremos que R é uma relagdo de
ordem parcial ampla em A se satisfizer as seguintes condi¢des:

i. ¥x € A, (x,x) € R, i.e., todoelemento de A estd relacionado consigo mesmo (reflexividade);

ii. Vx,y € A, ((x,y) € RA (y,x) € R) = x =y (antissimetria);

iii. Vx,y,z € A, ((x,y) € RA(y,z) € R) = (x,z) € R (transitividade). o
Proposicao 23:
Seja A um conjunto e R uma relagdo de ordem parcial ampla em A. Entdo R~ também o é. O
Demonstragio:

Vx € A,(x,x) € R = (x,x) € R7!. Logo, vale a propriedade reflexiva. Também vale a
propriedade antissimétrica. De fato,

((y,x) e RTTA(x,y) € R7') = ((x,y) € RA(y,x) €R),
=X=VY.

Finalmente, verifica-se a validade da propriedade transitiva, pois

((Z,U) ERTA (y,x) € Ri])

Notagio:
Seja A um conjunto e R uma relagdo de ordem parcial ampla em A.

Yy eA(x,y eER=xxyVy=x.

z

Diremos que < é uma relacdo de ordem parcial ampla em A e que = é a sua relagdo

inversa. s
Observagio:

Com o uso da notagdo =, pode-se escrever a definicdo de ordem parcial ampla de outra
maneira. &
Definicdo:

Seja A um conjunto e < uma relagdo bindria em A. Diremos que < € uma relagdo de ordem
parcial ampla em A se satisfizer as seguintes condigdes:

i. Vx € A;x < x, i.e., todo elemento de A estd relacionado consigo mesmo (reflexividade);
ii. Vx,y € A, (x X y/Ay =< x) = x =y (antissimetria);

iii. Vx,y,z € A, (x < y/Ay < z) = x < z (transitividade). o

11
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Definicdo 10 [Menor ou Igual]:
Sejam m, n € N. Diremos que m é menor ou igual a n, e escreveremos m < n, se existirp € N
tal que m +p = n. Se m < n, também dizemos que n é maior ou igual a m e escrevemos n > m,

onde > denota a relacgdo inversa de <. ’'y
Proposicao 24:

A relagio menor ou igual é uma relagio de ordem parcial ampla. O
Demonstragio:

Sejan € N. Comon+0 =ne, pelo Axioma[2.i, 0 € N, vemos que n < n,¥n € N. Logo, <
reflexiva.
Sejam, agora, m, n, € N tais que m < n e n < m. Entdo, pela Defini¢ao[T0, 3p,q € N;

p+m=n,
m=n+q.
Pelo Corolario[22} as duas condigdes sdo satisfeitas se, e somente se, p = q = 0. Logo, m =ne
vé-se que < é antissimétrica.
Por fim, sejam m,n,p € N tais que m < nen < p. Entdo sabemos, pela Defini¢do[T0} que

Jdq,reN;

m+r=n,

n+q=p
Logo, constata-se que m + r + q = p. Pela Defini¢do [2} sabemos que v+ q € N. Como

m + (r+ q) = p, a Definicdo [10| implica imediatamente que m < p, confirmando que < é
transitiva. ]

Defini¢ao 11 [Ordem Parcial Estrita]:
Seja A um conjunto e R C A x A uma relagdo bindria em A. Diremos que R é uma relagio de
ordem parcial estrita em A se satisfizer as seguintes condi¢des:

i. Vx € A, (x,x) € R, i.e., nenhum elemento de A estd relacionado consigo mesmo (irreflexi-

vidade);
ii. Vx,y,z € A, ((x,y) € RA(y,z) € R) = (x,z) € R (transitividade). o
Proposicao 25:
Seja A um conjunto e R uma relagio de ordem parcial estrita em A. Entdo R~ também o é. O
Demonstragio:

Vx € A, (x,x) € R= (x,x) € R™!. Logo, vale a propriedade irreflexiva.
Verifica-se também a validade da propriedade transitiva, pois, tal como feito na demonstragao
da Proposic¢do

(zy) ERTTAy,x) eRT) = ((y,2) € RA(x,y) €R),

=
= ((x, )GR/\(y z) €R),
= (x,z) €

:>(Z,X)GR1 [ |

Notagio:
Seja A um conjunto e R uma relagdo de ordem parcial estrita em A.

XYy €A (x,y ER=>x<yVy>x

Diremos que < é umarelacdo de ordem parcial estritaem A e que - éasuarelagdoinversa. &

12
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Observagio:

Com o uso da notagdo <, pode-se escrever a defini¢do de ordem parcial estrita de outra
maneira, tal como feito para a ordem parcial ampla. &
Definigao:

Seja A um conjunto e < uma relagdo bindria em A. Diremos que < é uma relagdo de ordem
parcial ampla em A se satisfizer as seguintes condigoes:

i. ¥x € A,x A x, i.e.,, nenhum elemento de A esta relacionado consigo mesmo (irreflexivi-
dade);

ii. Vx,y,z € A, (x <y Ay < z) = x < z (transitividade). o

Proposicao 26:
Seja A um conjunto e < uma relagio de ordem parcial estrita em A. Entdo < é assimétrica, i.e.,
satisfaz a seguinte propriedade:
Vx,y €A x <y=Yy £AX. (]

Demonstragio:
Suponha, por absurdo, que existam x,y € A;x <y ey < x. Entdo, pela transitividade da
ordem parcial estrita (Definigao [11.ii), sabemos que

X<YyAy<x=x<x

Contudo, isso contradiz a propriedade irreflexiva da ordem parcial estrita (Definicao [11.i).
Atingimos um absurdo. Percebemos entdo que nédo é possivel que x < y e y < x a0 mesmo
tempo, ie, x <y=y A x. |

Proposicao 27:
Seja A um conjunto. Se < é uma relagio de ordem parcial ampla em A, entdo a relagio <, definida por

x<y)e xxyAx#y),Vx,y € A,

¢é uma relagdo de ordem parcial estrita em A.
Analogamente, se < é uma relagio de ordem parcial estrita em A, a relagio < definida por

(x<y) & (x <yVx#yY),Vx,y € A,

é uma relagdo de ordem parcial ampla em A. O

Demonstragio:

Para ambos os casos a propriedade transitiva decorre trivialmente da Definigdo ou da
Definicdo

Seja < uma relagdo de ordem parcial ampla. Entdo a relacdo < definida acima é uma
relacdo de ordem parcial estrita, pois, além de ser transitiva pelo argumento recém fornecido, é
irreflexiva:

x=y="(xsyAx#y),
= —(x <y),Vx,y € A.

Seja < uma relagdo de ordem parcial estrita. Entdo a relagdo < definida acima é uma relagdo
de ordem parcial ampla, pois, além de ser transitiva pelo argumento fornecido no inicio desta
demonstragéo, é reflexiva, pois

x=y=(x<yVx=y),
=>x=<Y,VYxyeA.

13
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A antissimetria vem de que
xxyNyxx)=[x<yVx=y)A(y<xVx=uy)l.
Supondo, por absurdo, que x # y, teremos que
xxyAyxx)e x<yAy=<x).

Como o termo a direita é sempre falso (pela Definicao [I1.i), atingimos um absurdo. Logo, é
preciso que x =y, implicando que < é, de fato, antissimétrica. u

Defini¢ao 12 [Ordem Correspondente]:
Seja A um conjunto com uma relagdo de ordem parcial ampla ou estrita. Definimos a ordem
correspondente a primeira segundo

i. se < é uma relagdo de ordem parcial ampla sobre A, sua ordem correspondente < é
definidaporx <y < (x x y Ax#y),Vx,y € A;

ii. se < é uma relagdo de ordem parcial estrita sobre A, sua ordem correspondente < é
definidaporx sy < (x <yVx=y),Vx,y € A.

Definic¢do 13 [Estritamente Menor]:
Sejam m,n € N. Diremos que m é menor (ou estritamente menor) que n, e escreveremos
m < n, se valerem simultaneamente as seguintes condigdes:

i m<n;
ii. m#mn.

Se m < m, também dizemos que n é maior (ou estritamente maior) que m e escrevemos n > m,

onde > denota a relagdo inversa de <. ')
Observagio:

Pela Proposicio[27} a relagdo < é uma relacéo de ordem parcial estrita em N, pois é a ordem
correspondente de <. &
Proposicao 28:

Sejam m,n € N. Entdo vale que
m<n<IpeN,;m+p=n. O

Demonstragio:
Pela Deﬁnigéoe pela Definicao m<nse esomentese, Ip e N, m+p=nem#n.
No entanto, pelo Teorema 21} uma, e apenas uma, das seguintes alternativas é verdadeira:

Ti m=mn;
Tii dJpe N ,m+p=n,
Tiii 3 e N, m=n+q.

E evidente que as condic¢des T.i e T.iii ndo sdo satisfeitas. Logo, T.ii é verdadeira.
A volta é simples: se existirp € N, m+p =n,éclaroquedp e Nm+p=nem#n

(devido a Proposigaol/). Logo, ter-se-a que m < n. n
Lema 29:
Seja m € N. Vale que m < o(m). O

14
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Demonstragio:
Vale, pelo Lema que m + 1 = o(m). Logo, pela Proposi(;éo n < o(n). ]

Definic¢do 14 [Incomparabilidade]:

Seja A um conjunto e R uma relagdo sobre A. Dizemos que dois elementos x,y € A,x # y,
sdo incompardveis por R, e escrevemos x || y, se, e somente se, (x,y), (y,x) ¢ R. Se dois elementos
ndo sdo incomparéaveis por R, dizemos que sdo compardveis por R e escrevemos x Jf y. [

Defini¢ado 15 [Relagido de Ordem Total]:

Seja A um conjunto e R uma relagdo de ordem parcial, estrita ou ampla, sobre A. Diremos
que R é uma relagdo de ordem total (ampla ou estrita) sobre A se todos os elementos de A foram
compardveis por R. De forma mais especifica,

i. se A é um conjunto e < é uma relacdo de ordem parcial ampla sobre A, diremos que < é
uma relagdo de ordem total ampla sobre A se, e somente se, valer a dicotomia:

Vx,ye A, (x<xyVy=x);

ii. se A é um conjunto e < é uma relagdo de ordem parcial estrita sobre A, diremos que < é
uma relacdo de ordem total estrita sobre A se, e somente se, valer a tricotomia:

Vx,y €A, (x=yVx<yVy=<x). ')

Proposigao 30:
Sejam < e < relagdes de ordem parcial estrita e ampla, respectivamente, sobre um mesmo conjunto A.
< éa ordem correspondente a < se, e somente se, < for a ordem correspondente a <, i.e., Vx,y € A,

x<ye xsyAx£ylehksye x<yVx=y). O

Demonstragio:
=: supomos x <Y < (x < y/Ax #y). Entdo segue que

x<yVx=ylelxgxyAx#yVx=yl, (por hipétese)
elxsyVx=y)Alx#yVx=yll,
s xksyVx=yl,
S x <y, (Definigdo 9.i)
< supomos X X Yy < (x <y Vx =1y). Entdo segue que
ksyAx#ylel(x<yVx=y)Ax#yl, (por hipétese)

S x<yAx#y)Vix=yAx#y)l,
& x <yAx#£yl.

Contudo, pela Definicdo sabemos que x =y = x £ Y. Logo, tomando a contrapositiva
desta afirmacéo, teremos que x < y = x # y. Assim concluimos que, de fato,

<yAx#ylex=<y. |

Proposicao 31:
Seja A um conjunto. Seja < uma relagio de ordem parcial ampla em A e seja < sua ordem correspon-
dente. Entdo < serd uma ordem total se, e somente se, < também o for. O

15
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Demonstragio:

Vx,ye AksyVysxlevVxyecAlx<yVx=y)V(y<xVx=yll,

SVxyeAx=yVx<yVy=<x. |
Proposicao 32:

As relagdes de ordem definidas em N, < e <, sdo totais. O
Demonstragio:

O Corolario implica diretamente que, Vm,n € Nym < noun < m. Logo, < é uma
relagdo de ordem total. Pela Proposi¢ao[31] < também ¢ total. |
Proposicao 33:

Sejam m,n,p € N. Entdo valem:

im<nemtp<n+p,

ii. m<n=mp<np. (|

Demonstragio:
Sem < n,entdo 3q € N;m + q = n. Segue que
m+q=n,
m+q+p=n-+p,
(m+p)+g=n+p.

Logo, m +p < n+ p. A volta vem da inversdo dos passos, permitida pela Proposicdo
Além disso, vemos também que

m+q=mn,
(m+q)p =np,
mp + qp = np. (Lema|19)
Portanto, mp < np. Isso conclui a demonstragéo. ]
Coroldario 34:
Sejam m,n,p, q € N, q # 0. Entdo valem:
im<nesm+p<n+p;
ii. m<n = mq<ng. g
Demonstragio:
Analoga a da Proposigdo u
Observagio:

Note que, na demonstra¢do da Proposicdo se p = 0 ter-se-4 um problema para o caso
de uma ordem estrita: (m+q)-0=n-0= m-0+0 =mn-0. Pela Proposi¢do 28] isso implica
que m-0 £ n-0. Logo, ao estender a Proposicado para a relacdo < foi preciso exigir que

p € N*. L)
Corolario 35:

Sejom m,m,p € N. Entiom <n=m<n+7p. (]
Demonstragio:

Analoga a da Proposigéo [ |
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Proposicao 36:
O produto de niimeros naturais admite a Lei do Cancelamento, i.e.,

m-p=n-p=m=nVmmnecNpeN. O

Demonstragio:
Pela Proposicao 32 m = noum < noum > n. Se m > n, sabemos, pelo Corolario
que mp > np, o que contradiz a hipétese. Se m < n, entdo o mesmo Corolério fornece que

mp < np. Logo, resulta da Proposicao[32]que m = n. n
Corolario 37:
Sejam m,n,p € N,p # 0. Entdo vale que m < n < mp < np. d
Demonstragio:
mp + qp =np,
(m+q)p = np, (Lema[T9)
m+q=n. (Proposigao[36)
A ida foi provada na Proposi¢do [ |
Corolario 38:
Sejam m,n,p € N,p # 0. Entdo vale que m < n < mp < np. d
Demonstragio:
Analoga a do Corolario u
Lema 39:
Sejamm € Nen € N m <n < o(m). Entdon =moun = o(m). O
Demonstragio:

Primeiramente notemos que, devido ao Lema faz sentido escrever m < n < o(m) pois,
VmeN, m< o(m).

Dito isso, suponha, por absurdo, que exista n nessas condi¢des. Entdo, pela Defini¢do
existem p, q € N tais que

m+p=n,

n+q=o(m).

Segue que m+p+q = o(m). Pelo Lema|[8le pela Proposicao[10|vale que p+q = 1. Pelo Lemal[l2}
p=leq=0oup=0eq=1.
Sep=leq=0,n=0(m).Sep=0eq=1,n=m. |

Defini¢ido 16 [Minimo e Maximo]:

Seja A um conjunto e < uma relagdo de ordem parcial ampla sobre A. Diremos que um
elemento x € A é um minimo ou primeiro elemento de A se, e somente se, x < y,Vy € A.
Analogamente, diremos que um elemento z € A é um mdximo ou ultimo elemento de A se, e

somente se,y < z,Vy € A. 'y
Proposicao 40:

Seja A um conjunto, < uma relagdo de ordem parcial ampla sobre A e x um minimo (mdximo) de A.
Entdo x é o tinico minimo (mdximo) de A. O
Demonstragio:

Suponha que x,y € A sejam minimos (méximos) de A. Entdo vale que x < y ey < x. Como
< é uma relagao de ordem parcial ampla, a Defini¢aoP.iimplica que x = y. |
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Notagio:
Seja A um conjunto e < uma relacdo de ordem parcial ampla em A. Se existir elemento
minimo em A, denotéd-lo-emos por min A. Se existir elemento maximo em A, denota-lo-emos

por maxA. &
Lema 41:

Considere N com a relagdo <. Vale que 0 = min N. O
Demonstragio:

Sabemos da Proposicao[/|que 0+m = m,Vm € N. Logo, claramente decorre da Defini¢ao[T0|
que 0 < m,Vm € N. PelaDeﬁnigéo@O:minN. [ ]
Proposicao 42:

Sejan € N;n > 1. Entdo n admite antecessor. O
Demonstragio:

Da Proposicao [2] sabemos que n s6 ndo admitira antecessor se n = 0. Do Lema 29} sabemos
que 0 < 1. Logo, 0 # 1, implicando que todo ntimero natural maior ou igual a 1 é diferente de 0
e, portanto, admite antecessor. |

Notagio:
Sejan € N. Introduzimos as seguintes notagoes:

i Ly={meN,m<n}

ii. Gp:={meN,m>n}

&
Proposicao 43:
Sejan € N*. Vale que «(n) = max L,,. O
Demonstragio:

Pelo Lema 29} sabemos que «(n) € L. Suponha, por absurdo, que existe m € L,,; m > «(n).
Entédo existe p € N;a(n) + p = m e teremos, pela Proposi¢do queoup < l,oup =1ou
p>1.

Sep<1,0 Lemaimplica que, como 1 = ¢(0), p =0. Logo, «(n) + 0 = a(n) = m.

Sep>1,a Proposigéoinforma que p admite antecessor. Logo, ter-se-a que:

CX(TI) +p=m,
an)+ 1+ a(p) =m,
n+ «(p) = m.

Portanto, n < m. Como < é uma rela¢do de ordem parcial ampla, segue que m £ n, a menos
quem =n. Sem =n, éclaroque m € L,. Sendo, m > nem ¢ L,. De uma forma ou de outra,
atingimos um absurdo.

Logo, concluimos que nédo existe m em L, que seja maior que «(n). Como < é total, segue

que todo elemento de L,, ou é menor ou é igual a x(n). Conclui-se que x(n) = max L. |
Lema 44:

Seja A um conjunto ndo-vazio, B C A e < uma relagdo de ordem parcial ampla em A. Suponhamos
que A admite minimo. Se min A € B, entdo min B = min A. O
Demonstragao:

Como min A é o minimo de A, min A < x,Vx € A. Como B C A, isso implica em particular
que min A < y,Vy € B. Logo, min A é minimo de B e, como 0 minimo de um conjunto é nico
pela Proposigao A0} min A = min B. [ |
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Corolario 45:
Seja A um conjunto ndo-vazio, B C A e < uma relagdo de ordem parcial ampla em A. Suponhamos
que A admite mdximo. Se max A € B, entdo max B = maxA. d

Demonstragio:

Como max A é o méximo de A, max A = x,Vx € A. Como B C A, isso implica em particular
que max A = y,Vy € B. Logo, max A é maximo de B e, como o méximo de um conjunto é iinico
pela Proposigao 40} max A = maxB. |

Defini¢ao 17 [Boa Ordem]:
Seja A um conjunto e < uma relagdo de ordem parcial ampla sobre A. Diremos que < é uma
boa ordem se, e somente se, todo subconjunto ndo-vazio de A admitir minimo. Ou seja,

VBCA,B#o,d3x € B;YVy € B,xxy.

Se < for uma boa ordem sobre A, diremos que A é bem ordenado. 'Y
Proposicao 46:
Seja A um conjunto ndo-vazio e < uma relagio de ordem parcial ampla. Se < for uma boa ordem, <

serd uma ordem total. O

Demonstragio:

Se A for um conjunto unitario, a demonstragao € trivial, pois x < x, onde x € A. Se ndo, tome
x € A. Como A é bem ordenado e {x,y} C A,Vy € A, existe minimo em {x,y}. Suponhamos,
sem perda de generalidade, que este minimo seja x. Entdo x < y e, portanto, x f y. Comox ey
sdo arbitrarios, isso nos leva a concluir que x }f y,Vx,y € A e, portanto, < é total. |

Teorema 47 [Teorema da Boa Ordem]:
N é bem ordenado pela relagdo <. O

Demonstragio:

Seja S C N,S # . Se 0 € S, claramente S possui minimo, pelo Lema {41| e pelo Lema
Consideremos entdo, de agora em diante, apenas os casos em que 0 ¢ S.

Considere o conjunto S’ :={n € N;n < m,¥m € S}. Como S # &, ter-sedaque S’ C N\S C N.
Logo, S’ # N. Como 0 € S/, pelo primeiro pardgrafo dessa demonstragdo, é preciso que exista
n e S’;o(n) ¢ S’. Caso contrario, o Axiomaseria satisfeito e ter-se-ia que S’ = N.

Seja n um elemento de S’ que satisfaga essa condi¢do. Como o(n) ¢ S’, teremos pela
Proposicdo 32 que o(n) > m, para algum m € S. Além disso, teremos pelo Coroldrio 22 que
o(n) > m, para este m € S. Caso contrério, valeria que o(n) < m = o(n) € S’

Clamamos entdo que k € S. Afinal, sek ¢ S, teriamos que existe m € Ntalquek < m < o(k),
o que é impossivel pelo Lema[39] Logo, k € Se, como k € §/, k <n,¥n € S. Concluimos que
k = min S e, portanto, todo subconjunto nao-vazio de N possui minimo. Pela Definigdo[T7} isso
nos diz que N é bem ordenado por <. |

Definicdo 18 [Minorante e Majorante]:

Seja A um conjunto, B C A e < uma rela¢do de ordem parcial ampla sobre A. Diremos que
um elemento x € A é um minorante, ou uma cota inferior, de B se, e somente se, x < y,Vy € B.
Analogamente, diremos que um elemento z € A é um majorante, ou uma cota superior, de B se, e
somente se, y < z,Vy € B. '

Defini¢do 19 [Conjunto Limitado]:
Seja A um conjunto, B C A e < uma relagdo de ordem parcial ampla sobre A. Diremos que
B é limitado superiormente (inferiormente) se admitir majorante (minorante). [ )
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Proposicao 48:

Seja S C N um subconjunto nio-vazio de N limitado superiormente. Entdo S admite mdaximo e este é
o menor majorante de S. O
Demonstragio:

Seja M(S) :={m € N;m > n,Vn € S}. Visto que S é limitado superiormente, sabemos que
M(S) é ndo-vazio. Como M(S) C N, pelo Teorema sabemos que M(S) admite minimo.
Perceba que, como min M(S) é majorante de S, min M(S) > n,¥n € Se, portanto, semin M(S) €
S, entdo min M(S) = maxS.

Suponhamos, por absurdo, que min M(S) ¢ S. Entdo min M(S) > n,vn € S. Logo,
S C Lninmys). Pela Proposigéo a(min M(S)) = max Lyinm(s) e portanto, a(min M(S)) >
n,¥n € S. Contudo, isso implicaria que o(min M(S)) é majorante de S, o que é absurdo visto
que min M(S) é o minimo do conjunto dos majorantes de S e, pelo Lema o(min M(S)) <
min M(S). Logo, conclui-se que é preciso que min M(S) € S e, portanto, min M(S) = maxS. W

Corolario 49:
Seja S um conjunto ndo-vazio e X uma relagdo de ordem parcial total ampla em S. Se existir min S,

entdo este ¢ minorante de S. Se existir max S, entdo este é majorante de S. O
Demonstragio:

Sabemos que min S < x,Vx € S. Logo, min S é minorante de S. A demonstragdo é anédloga
para maxS. ]

Proposicao 50:
N ndo é limitado superiormente. O

Demonstragio:

Suponha, por absurdo, que N seja limitado superiormente. Entdo, pela Proposicdo N
admite maximo. Seja m = maxN. Pelo Axioma o(m) € N. Contudo, como m = maxN,
temos que o(m) < m, contradizendo o Lema[29} que clama que n < o(n),Vn € N. Chegamos a
um absurdo. Logo, N ndo é limitado superiormente. |

Teorema 51 [Propriedade Arquimediana]:

Sejam m,n € Nym # 0. Entdo 3p € N;mp > n. (]
Demonstragao:

Seja S :={n € N|Ip € N;mp >n,¥m € N*}. Eevidente que S C Ne, pelo Lema percebe-
se que 0 € N.

Antes de prosseguirmos, note que, como m € N*, m admite antecessor pela Proposigdo

Suponhamos agora que n € S. Entdo o(n) € S, pois, dadom € N* e p € N tais que mp > n,
segue que

mp >n
mp+1>n+1 (Corolério [34.i)
mp + 1+ «(m) > o(n) (Corolério35)
mp +m > o(n) (Lemal(8)
m-o(p) > o(n) (Definigaob.ii)
Logo, o(n) € S. Pelo Axioma[2.v} concluimos que S = N. |

§3: Construindo Z
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Definic¢do 20 [Relagdo de Equivaléncia]:
Seja A um conjunto e R C A x A uma relagdo. Diremos que R é uma relagdo de equivaléncia
em A se satisfizer as seguintes condic6es:

i. Vx € A, (x,x) € R (reflexividade);
ii. Vx,y € A, (x,y) € R = (y,x) € R (simetria);
iii. Vx,y,z € A, ((x,y) € RA(y,z) € R) = (x,z) € R (transitividade). o

Notagdo:
Seja A um conjunto e R uma relagdo de equivaléncia em A.

XYy €A (x,y ER=>x~y.

Diremos que ~ é uma relagdo de equivaléncia em A. &
Observagio:

Com o uso da notagdo ~ pode-se escrever a defini¢do de relagdo de equivaléncia de outra
maneira. &
Definicao:

Seja A um conjunto e ~ uma relagdo binaria em A. Diremos que ~ é uma relacdo de
equivaléncia em A se satisfizer as seguintes condicoes:

i. Vx € A,x ~ x (reflexividade);
ii. Vx,y € A,;x ~y = y ~ x (antissimetria);
iii. Vx,y,z € A, (x ~y /Ay ~z) = x ~ z (transitividade). ®

Definicdo 21 [Classe de Equivaléncia]:
Sejam A um conjunto, ~ uma relacdo de equivaléncia em A e x € A. Denominaremos classe
de equivaléncia de x, denotada por [x], o conjunto definido por

x] ={y € A;y ~x}. »
Lema 52:

Sejam A um conjunto, ~ uma relagio de equivaléncia em A e x € A. Vale que [x] # @. O
Demonstragio:

Como ~ é uma relagdo de equivaléncia, vale pela Definigdo que x ~ x. Logo, x € [x].
Conclui-se que [x] # @. ]
Lema 53:

Sejam A um conjunto, ~ uma relagdo de equivaléncia em A e x,y € A. Sex +#y, entdo [x] N [y] =
@. O
Demonstragio:

Assuma, por absurdo, que 3z € [x] N [y]. Entdo vale que z ~ x e z ~ y. Logo, pela Defini¢do
[20.iile pela Defini¢ao[20.iii]vale que x ~ y, contradizendo a hipétese inicial de que x y. Absurdo.

Logo, X] N[yl = @. [ |
Lema 54:

Sejam A um conjunto, ~ uma relagdo de equivaléncia em A e x,y € A. Vale que x ~y < [x] =
[yl O
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Demonstragio:

=: sem perda de generalidade, seja z € [x]. Entdo z ~ x. Se x ~ y, entdo, pela Definicao[20.iii
z~Yy. Logo, z € [y] = [x] C [y]. Com um argumento andlogo para [y], obtém-se que [y] C [x] e,
portanto, [x] = [yl.

<: sabemos que y € [y] pela Deﬁnigéo Como [y] = [x], isso implica que y € [x]. Logo,
pela Defini¢ao[2T} sabemos que y ~ x. Pela Defini¢ao concluimos que x ~ y. n

Defini¢ao 22 [Decomposicio]:
Seja A um conjunto. Uma decomposicio, ou particio, de A é uma familia o/ de subconjuntos

ndo-vazios de A, dois a dois disjuntos, cuja unido é o préprio A. Isto é, uma familia de
subconjuntos de A satisfazendo:

LVYS,Ted,SAT=SNT=g;
ii. Jo =A;
iii. VS e #,S # @. )

Proposigao 55:

As diferentes classes de equivaléncia de uma relagdo de equivaléncia num conjunto A fornecem uma
decomposigdo de A.

Reciprocamente, dada uma decomposicio de A, podemos definir uma relagdo de equivaléncia em A
cujas classes sejam, precisamente, os subconjuntos dados. O

Demonstragio:

A primeira afirmacdo decorre diretamente do Lema [52] do Lema3|e do fato de que, pela
Definigao20.i, x € [x],Vx € A. Logo, é claro que a unido disjunta das classes de equivaléncia ir
se igualar ao conjunto.

Demonstremos agora a segunda afirmagdo: dada uma decomposigdo 7 de A, diremos que
dois elementos de A sdo equivalentes se pertencerem ao mesmo elemento de </ (que é um
subconjunto de A). Como |J & = A, é claro que todo elemento de A precisa pertencer a um
elemento da decomposicdo. Logo, vale a propriedade reflexiva.

Sejam x,y € A. Se x e y pertencem ao mesmo elemento da decomposicao, é claro que y e x
pertencem ao mesmo elemento da decomposi¢do. Finalmente, se x,y € S e y,z € T, sabemos
que x,y,z € S=T,vistoque S #T = SNT = & e evidentemente y € SN T. Logo, vale a
propriedade transitiva.

Desta forma, demonstramos que é possivel construir uma relagdo de equivaléncia em um
conjunto A a partir de uma decomposicdo &/ de A. Resta demonstrar que as classes dessa relacdo
sdo, precisamente, os elementos de 7. E simples constatar que [x] é, de fato, o elemento de &/
que inclui x, mas o que garante que todo elemento de ./ possui uma classe associada? Simples:
como nenhum elemento da decomposi¢do pode ser vazio, todos eles possuem ao menos um
elemento de A. Logo, a classe deste elemento é igual ao elemento da decomposicao. n

Definic¢ao 23 [Conjunto Quociente]:

Seja A um conjunto e ~ uma relagdo de equivaléncia em A. Definimos o conjunto quociente
de A por ~, denotado por A/~, como o conjunto formado por todas as classes de equivaléncia
determinadas por ~em A, i.e.,

A/~ ={x;x € A}. )

Definicdo 24 [Relagdo de Equivaléncia em N x NJ:
Considere o conjunto
N x N ={(m,n);m,n € N}.

Definimos a relacdo ~ em N x N de forma que, dados dois elementos (a,b),(c,d) € N x N,
(a,b)~(c,d) < a+d=b+c. ®
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Proposicao 56:

A relagio ~ definida em N x N é uma relagdo de equivaléncia. O
Demonstragio:

Seja (a,b) € N x N. Claramente (a,b) ~ (a,b), pois a +b = a + b. Logo, ~ é reflexiva.

Seja (c,d € N x N) e suponha que (a,b) ~ (c,d). Entdo vale que a +d = b + c. Logo,
c+b=d+ ae, portanto, (c,d) ~ (a,b). Portanto, ~ é simétrica.

Seja (e, f) € N x N e suponha que (c,d) ~ (e, f). Sabe-se entdo que c + f = d + e e, como
a+d=Db+c, segue que:

c+f=d+e,
at+c+f=a+d+e,
at+c+f=b+c+e,
at+f=b+e. (Proposigao|[T0)

Conclui-se que (a,b) ~ (e, f) e, portanto, ~ é transitiva. Logo, ~ é relagdo de equivaléncia. [ |

Defini¢ao 25 [Numeros Inteiros]:
Doravante utilizaremos a notacdo Z = N x N/~ e iremos nos referenciar aos elementos de Z

como niimeros inteiros, ou simplesmente inteiros. )
Lema 57:

Sejam [(a,b)], [(c,d)] € Z. Vale que [(a,b)] = [(c, d)] se, e somente se,c = a+med=Db+mou
a=c+meb=d+m,paraalgum m e N. O
Demonstragio:

<«: suponhamos, sem perda de generalidade, que c = a+ me d = b+ m. Pelo Lema
sabemos que o enunciado é equivalente a dizer que (a,b) ~ (a + m,b + m). Pela Definicdo
basta provarque a+b+m =b+ a+ m. Como a+ b+ m = a+ b+ m, é suficiente invocar a
Proposigéoﬁ]uma Gnica vez para obter entdo que, de fato, [(a,b)] = [(a + m,b+m),Ym € N.

= consideremos primeiramente o caso em que ¢ < a (como < é total, pela Proposigdo
este caso € possivel). Entdo ¢ + p = a, para algum p € N. Visto que [(a, b)] = [(c, d)], 0 Lemal[54]
informa que a + d = ¢ + b e, portanto, c +p + d = ¢ + b. Pela Proposicao[10} b = d + p. Defina
m = p e estd concluida a demonstragao.

Consideremos entdo o caso em que a < ¢ (novamente, como < é total pela Proposicdo
este caso é possivel). Entdo a + p = ¢, para algum p € N. Visto que [(a, b)] = [(c,d)], o Lema
informa que a +d = c + b e, portanto, a + d = a +p + b. Pela Proposi¢ao[I0} d = b + p. Defina
m = p e estd concluida a demonstracéo. |

Definig¢io 26 [Adicdo de Inteiros]:
Sejam « = [(a, b)], B = [(c, d)] € Z. Definimos a adi¢do, ou soma, de o« e 3, por

a+B:=[a+c,b+d). [ )

Proposigao 58:
Sejam [(a,b)], [(c,d)] € Z. Sejam (a’,b’) ~ (a,b) e (c’,d’) ~ (c,d). Entio [(a +c,b+d)] =
[(a"+c/,b"+d"). O

Demonstragio:
(a’,b’) ~ (a,b) = a’ +b = b’ + a. Analogamente, (¢’,d’) ~ (¢,d) = ¢’ +d = d’ + c. Logo,
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segue que
a’'+b+c'+d=a+b' +c+d,
(@’+c)+(b+d) =(at+c)+ (b +4d),
(' +c/,b'+d")~(a+c,b+d), (Definicao [24)
(@’ +c,b'+d)] =a+c,b+d). (Lema54)
Assim concluimos a demonstracéo. ]
Proposicao 59:
A adigdo de niimeros inteiros admite as sequintes propriedades:
i Voo,B, Yy €Z,(x+B)+v =+ (B +y) (associatividade);
ii. 30 €Z; 0 +0=0+ a = &,V & € Z (existéncia de neutro);
iii. Ve € Z,3 (—a) € Z; (ot + (—at)) = —oe + o = 0 (existéncia de oposto);
iv. Vo, € Z, oo+ B = B + o (comutatividade). |
Demonstragio:
Sejam o« = [(a,a’)], B = [(b,b’)] ey = [(c,c’)]. Teremos que
([(aya”)]+ [(b,)]) + [(c,e")] = ([(a+bya” + b)) + (¢, c")], (Definigao[26)
=[((a+b)+c,(a’+b")+c)], (Definicao[26)
=[(a+(b+c),a’+ (b +c)], (Proposicao5)
=[(a,a)]+[(b+¢c,b" +c)], (Definigao 26)
= [(a,a")] + (I(b, )] + [(c,c")]). (Definicao[26)
Logo, a adigao de inteiros é associativa.
Note também que
[(a,a)]+[(0,0)] =[(a+0,a"+0)], (Definicao[26)
=[(0+a,0+a’)] =[0,0)] + [(a,a’)], (Proposicao[9)
= [(a,a")]. (Definicao [2:i)

Logo, a adi¢do de inteiros admite elemento neutro, que é dado por [(0,0)]. Usando o Lema
vemos que o elemento neutro aditivo de Z é, de forma geral, dado por [(m, m)],m € N.

Além disso, perceba que
[(a,a)]+[(a’;a)] =[(a+ad,a’ +a)],

(@' +a,a+a)l =[(a’,a)] + [(a,a’)],
[(0,0)].

Assim confirmamos que todo ntmero inteiro possui inverso aditivo.
Finalmente, ressaltamos que

[(a,a”)] + [(b,b")] = [(a +b,a" +b")],
[(b+a,b +a)]

(b, b")] + [(@,a’)].

(Definicao[26)
(Proposicao[9)
(Lema 57)

(Definicao
(Proposicao[9)
(Definig¢do|26)

Desta forma percebemos que a adicdo de inteiros também é comutativa, encerrando a demons-

tragao.
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Definig¢io 27 [Zero]:
Como o elemento [(a, a)] € Z herda a propriedade aditiva do zero natural, denotamos esse
niimero inteiro por 0 e também o denominamos zero. )

Definicdo 28 [Oposto]:
Dado o = [(a, a’)] € Z, definimos o oposto de «, denotado por —«, segundo —o := [(a’, a)].
A motivacdo para esta definigdo flui da demonstragdo da Proposicéo '

Definic¢ao 29 [Multiplicacdo de Inteiros]:
Sejam o = [(a,b)], B = [(c, d)] € Z. Definimos a multiplicagio, ou produto, de x e 3, por

- B :=I[(ac+ bd,ad + bc)]. '

Proposigao 60:
Sejam [(a,b)], [(c,d)] € Z. Sejam (a’,b’) ~ (a,b)e(c’,d’) ~ (c,d). Entdo [(ac+bd, ad+bc)] =
[(a’c’+b’d’,a’d’ +b’c’)]. O

Demonstragio:
(a’,b’) ~ (a,b) = a’ +b = b’ + a. Analogamente, (¢’,d’) ~ (¢,d) = ¢’ +d =d’ + c. Logo,
segue que

a+b'=a’+b=ac+b'c=a’c+bc,
a'+b=a+b' = a'd+bd=ad+b'q,
= ac+bd+a'd+b'c=ad+bc+ac+b'q,
= [(ac+bd,ad +bc)] =[(a’c +b'd,a’d +b'c)].

Além disso, vé-se que
c+d' =c’+d=dc+add =d'c+dd,
¢’+d=c+d =b'c’+b'd=b'c+b'd,
=a'c+b'd+a’d +b'c’=ad’d+b'c+a’c’+b'd,
= [(a’c+b'd,a’d+b’c)] =[(a’c’ +b'd’,a’d’ +b'c’).

Como [(ac +bd,ad +bc)] = [(a’c +b’d,a’d +b’c)] = [(a’c’ +b’d’,a’d’ + b’c’)], concluimos
a demonstracio. u

Proposicao 61:
A multiplicagdo de niimeros inteiros admite as sequintes propriedades:

i VooB,Yy€Z,(cx-B)-vy=a-(P-7) (associatividade);
ii. 3Te€Z;o0-1=1- =,V € Z (existéncia de neutro);
iii. Voo, B,y € Zy,ax # 0, =y = [ =y (Lei do Cancelamento);
iv. Voo, B € Z, - B = B - o (comutatividade);
V. Vo,RB, Yy €EZ,x- (B +7v) =B+ oy (distributividade). O
Demonstragio:
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Sejam o = [(a,a’)], B = [(b,b’)],y = [(c,c’)]. Tem-se que

(l(a, )] - [(b,))]) - [(c,c”)] = ([(ab + a’b’,ab” 4 a"b)]) - [(c, "],
((ab+a’d’)-c+ (ab’+a’b) - ¢’
ab’+a’b)-c+ (ab+a’d’)-c),
(abc +a’b’c+ab’c’ + a’be’y

ab c+a’bc+abc’+a’b’ N1,

(I
[
(
[

=[(a-(bc+b'c’)+a’-(b'c+bc),
-(b’c+bc)+ (bc+b/c/))],

= a~(bc+b’c’)+a -(b’c +bc’),
]

a,a’)] - [(bc+b’c’,b’c+bc’)],

a
(

a-(b’c+bc’)+a’ - (bc+b'c)),
[(

[(a,a”)]- ([(b, )] - [(c,c")]).

Logo, a multiplicacdo de inteiros é associativa. Note que utilizamos as propriedades associativa
e comutativa das opera¢des com niimeros naturais, bem como a definicdo de multiplicagao de
inteiros, acima.

Além disso, notamos que

(a,a]-[(1,0)]l=[a-14+a"-0,a"-1+a-0)], (Definicao[29)
= [(a,a’)],
=[1-a4+0-a,0-a+1-a’)],
=1[(1,0)] - [(a,a")]. (Definigao29)

Assim vemos que existe, de fato, um elemento neutro multiplicativo (ou identidade) nos inteiros,
o elemento [(1,0)]. Note que o Lema@implica que [(o(m), m)] é aidentidade de Z, Vm € N.
Percebe-se ainda que

[(a,a”)] - [(b,b)] =[(a,a”)]-[(c,c)],[(ab+ a’d’,ab’ 4+ a’b)] =I[(ac+a’c’,ac’ +a’c)].
Do Lema |54} sabemos que isso implica que

ab+a’b’'+ac’+a’c=ac+a’c’+ab’ +a’d,
a(b+c¢)+a'(b’+c¢c)=alc+b")+a’(c’+b).
Como « # 0e0 = [(m, m)],Ym € N, vemos que a # a’. Logo, pelo Teorema oua =a’+q

ou a’ = a+ q, para algum q € N*. Sem perda de generalidade, suponhamos que a’ < a e,
portanto, a = a’ + q. Teremos entdo que:

alb+c)+a'(b’+c¢c)=alc+b")+a’(c’'+b),
alb+c')+ (a4 q)(b' +¢) = a(c+b)+(a+q)(’+b)
alb+c’)+a(bd’ +c)+q(b’ +c)=alc+b’)+alc’+b)+q(c’'+b), (Proposigao|[T6)
q(b’+¢) =q(c’+b), (Proposigao[T0)
c+b' =b+c, (Proposigao[36)
(c,c’) ~ (b,b"), (Definigao [24)
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demonstrando que vale a Lei do Cancelamento para o produto de nimeros inteiros.
A seguir, vé-se que

[(a,a”)] - [(b,b")] =[(ab+ a’b’,ab’ + a’b)], (Definigao29)
=[(ba+b’a’,ba’ +b'a)],
= [(b,b")] - [(a,a’)]. (Definigao29)

Isto prova a comutatividade do produto de inteiros.
Finalmente, mostramos que

[((a,a")]- ([(b,b")] + [(c,c")]) = l(a,a)] - [(b+¢, b +c)], (Definigao26)
=[(a(b+c)+a’ (b’ +c),a(d +c')+a’(b+c)),
(Definigao29)

[(ab+a’db’+ac+a'c’,ab’+a’b+ac’ + a’c)],
[(ab+a’b’,ab’ + a’b)] + [(ac + a’c’,ac’ + a’c)],
(Definicao[26)

= ([(a,a")] - [(b,0)]) + ([(a,a")] - [(c,c")]),  (Definicao[29)

o que demonstra a validade da distributividade do produto sobre a soma de inteiros. n

Defini¢io 30 [Um]:
Como o elemento [(c(m), m)] € Z herda a propriedade multiplicativa do um natural, deno-
tamos esse ntimero inteiro por 1 e também o denominamos urm. 'y

§4: Ordenando os Inteiros

Defini¢do 31 [Menor ou Igual em Z]:

Sejam « = [(a,a’)] e B = [(b, b’)] ndameros inteiros. Diremos que « é menor ou igual a f3, e
escreveremos « < 3, se a+ d < b + c. Neste caso, também diremos que [3 é maior ou igual a o e
escreveremos 3 > «, onde > denota a relagdo inversa de <. '
Proposicao 62:

A relagio < estd bem definida em Z, i.e., se [(a,a’)] ~ [(c,c’)] e [(b,b")] ~ [(d, d")] forem inteiros,
a+b' <b+a' ec+d <d+c'. O
Demonstragio:

[(a,a)] ~[(c,c)l=a+c'=a +c
(b)) ~[(d,d)=b+d =b"+d
a+b' ' <b+d,
a+b' +c+c'+d+d <b+a +c+c'+d+4d, (Proposigao[33)
b'+d+a+c'+c+d <b+d +a'+c+c'+4d,
b+d +a' +c+c+d <b+d +a +c+c’+4d, (por hipétese)
c+d <c +d. (Proposigao[33)
E claro que a volta pode ser demonstrada simplesmente revertendo os passos. |
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Proposicdo 63:

A relagio menor ou igual definida em 7 é uma relagdo de ordem total ampla. O
Demonstragio:

Da Proposicao[56|segue que < é reflexiva.

Sejam o« = [(a,a’)] e p = [(b, b’)] inteiros com < f e p < «. Entdo vale que

a+b’'<a’+b
a’+b<a+b’
Pela Proposicdo 24| vale que a + b’ = a’ 4+ b. Logo, o Lema|[54|garante que [(a, a’)] = [(b,b")] e,

portanto, que < € antissimétrica.
Sejay = [(c,c’)] e suponhamos que & < 3 e B < y. Entdo vale que

Logo,
a+b' +c+c’'<a +b+c+c, (Proposigao[33)
a+c'+b'+c<a’'+c+b+c,
a+c'+b' +c<a’ +c+b +c (por hipétese)
at+c' <a' +c, (Proposigao[T0)
[(a,a")] < [(c,e)], (Definicao [3T)

Assim percebe-se que < é transitiva em Z.

Finalmente, resta provar a totalidade da relacdo menor ou igual. Sejam « e 3 inteiros
quaisquer, mas representados pelas classes de equivaléncia como acima definidos. Queremos
saber se sempre é verdade ou que a+b’ < b+a’ouquea’+b <b'+a Va,a',bb’ € N
Como a adig¢do de naturais é fechad o Corolério[22|implica na totalidade de <. [ |

Defini¢ao 32 [Estritamente Menor em Z]:
Definimos a relacdo < em Z como a ordem correspondente de <. Pela Proposicdo[31|e pela
Proposiqao[27} < é uma relagdo de ordem total estrita em Z.

Proposicao 64:
Sejam o« = [(a,a’)], B = [(b,b’)] € Z. Entdo vale que
ax<PBea+b <a +b. O
Demonstragio:
Pelo Lema

ax=B<a+b =a +bd.

Como sabemos que o < f3, sabemos que a + b’ < a’ +b. Mas como a # (3, sabemos que
a+b'#a’'+b.Logo,a+b’ <a’'+b.Sea+b’ <a’+D,éclaro que x # B,peloLema@e
a < B. Logo, o < f3. |

Proposicao 65:
Sejam «, 3,v,6 € Z,0 < 8. Entdo valem:

Las<Ppeaty<p+y
1Deﬁni<;§10
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§4 Construgdo de Sistemas Numéricos Bésicos

ii. a <P e ad < PO O

Demonstragio:
Sejam o = [(a,a’)],p = [(b,b')],y = [(c,c')],d = [(d,d’)]. Suponhamos « < (3. Entdo
segue que

a+b’'<b+d,
a+b' +c+c’'<b+a +c+c, (Proposigao B3.)
(a+c)+ (b +c') < (b+c)+(a'+c),
[(a+c,a’"+c)<[(b+c,b +c')],
[(a,a”)] + [(c,e")] < [(b,b")] + [(c,c’)].

A volta é demonstrada revertendo o argumento.
Como 0 < §, sabemos que d’+0 < 0+d, ie,d’ < d. Logo,3m € N;d’ + m = d. Vem entdo
do Lemal57|que 6 = [(m, 0)]. Segue entdo que

a+b’'<b+ad,
(a+b")-m<(a’+b) -m, (Proposigao 33.ii)
am+b'm < a’'m+ bm,
[(am,a’m)] < [(bm,b m)
[(a,a”)] - [(m,0)] < [(b,b")] - [(m,0)],
[(a,a”)] - [(d,d")] < [(b,b")] - (d d’)l.
A volta é demonstrada revertendo o argumento com o auxilio do Corolério 37 |

Definicdo 33 [Inteiros Positivos e Negativos]:
Seja & € Z. Diremos que « € positivo se, e somente se, 0 < . Diremos que o é negativo se, e

somente se, o < 0. o
Lema 66:

Todo inteiro positivo pode ser escrito na forma [(m,0)], com m € N*. Analogamente, todo inteiro
negativo pode ser escrito na forma [(0, m)], com m € N*. O
Demonstragio:

Seja « = [(a,a’)]. Suponhamos, sem perda de generalidade, que « seja positivo. Entdo
vale que a’ < a. Logo, a’ + m = a, para algum m € N*. Pelo Lema vale entdo que

[(a,a’)] = [(m,0)]. Logo, todo inteiro positivo pode ser escrito na forma [(m, 0)], com m € N*.
A demonstragdo para « negativo é anéloga. |
Notagdo:

Denotaremos o conjunto dos inteiros ndo-negativos por Z e o dos inteiros ndo-positivos por
Z_. A auséncia do zero nestes conjuntos ou no préprio Z serd indicada por um asterisco: Z7,
Z7* e Z*. Em suma,

Z :={[(m,0)],m € N},
Z_ :={[(0,m)],m € N},
7% ={llm,0)],m € N*},
z* ={[(0,m)],m € N},
Z* =7\ {0}.
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Teorema 67 [Principio da Boa Ordem em Z]:
Z é bem ordenado pela relagio <, i.e., todo conjunto ndo-vazio de inteiros nio-negativos admite
minimo. d

Demonstragio:

Seja @ C A C Z,. Pelo Lemal66} todo elemento de A pode ser escrito na forma [(m, 0)], para
algum m € N. Note que, dados [(m,0)],[(n,0)] € Z, [(m,0)] < [(n,0)] & m < n, visto que
m+0=m,¥Yme Nj

Definimos entdo o conjunto Ay := {m € N;[(m,0)] € A}. Pelo Teorema @ Jdmin Ay. Pela
observagdo acima, [(min Ay, 0)] < [(m,0)],Vm € Ay. Portanto, [(minAn,0)] < o,V € A.
Logo, min A = [(min Ay, 0)], provando que A possui elemento minimo e, por consequéncia, Z-

é bem ordenado por <. [ ]
N
0,6) 1,6) 2,6) 3,6) 4,6) 5,6) 6,6)
0,5) 1,5) 2,5) 3,5) 4,5) 5,5) 6,5)
0,4) 1,4) 2,4) 3,4) 4,4) 5,4) 6,4)
—4
0,3) 1,3) 2,3) 3,3) 4,3) 5,3) 6,3)
-3
0,2) 1,2) 2,2) 3,2) 4,2) 5,2) 6,2)
0,1) 1,1) 2,1) 3,1) 4,1) 5,1) (6,1)
—1
0,0) 1,0) 2,0) 3,0) 4,0) (5,0 6.0
0 1 3 4 N

Figura 1.1: Esquematizagdo da construcio de 7 a partir de N x N. Os pontos em azul representam os elementos de
N x N e as retas em vermelho as classes de equivaléncia que definem os elementos de 7. Note que cada
classe de equivaléncia representa o inteiro em que a reta se inicia. Os sinais negativos no eixo vertical
tem propésito ilustrativo.

2Proposicdo
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CariTUuLO 2

Propriedades dos Nimeros Inteiros

A proposi¢do acima é ocasionalmente ttil.

Comentério apés a demonstracdo de que
1+ 1 = 2, Principia Mathematica, Volume II

§5: Operacdes com Inteiros

Propriedade:

BerRTRAND RuUSSEL

Conforme demonstrado nas Se¢des|§3|e [§4, o conjunto dos ntimeros inteiros, Z, dotado das

operacgdes + e - e da relagdo < (e <) satisfaz as seguintes propriedades:

P1 Va,b,c € Z,a+ (b+c) = (a+Db)+ c (Proposicao[59.i);
P2 30 € Z;Va € Z,a+ 0 =0+ a = a (Proposi¢ao[59.ii);

P3 Va€Z,3—a€Z;a+ (—a) = (—a) + a = 0 (Proposi¢ao[59.iii);

P4 Va,b € Z,a+b =b + a (Proposigao[59.iv);

P5 Va,b,c € Z,a-(b-c) = (a-b)-c (Proposicao[61.i);

P6 31 e€Z*;YaeZ,a-1=1a= a(Proposigiol6L.ii);

P7 Ya,b,c € Z,c #0,a-c=b-c = a = Db (Proposi¢ao 6L.iii);

P8 Va,b € Z,a-b=>b-a(Proposicio[6Liv);

P9 Va,b,c € Z,a-(b+c) = (a-b)+ (a-c) (Proposicio[pl.v);
P10 Va € Z, a < a (Proposicao[63);
P11 Ya,b € Z,(a <b/Ab < a)= a=Db (Proposicio[63);
P12 Ya,b,c € Z,(a <b/Ab < ¢) = a < ¢ (Proposi¢ao[63);
P13 Va,beZ,(a=bVa<bVa>Db) (Proposigéo;

P14 Va,b,c € Z,a < b= a+c < b+ c (Proposigao [65.i);
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Operacdes com Inteiros §5

P15 Va,b,c € Z,0< c,a< b= a-c < b-c (Proposigio[65.ii);

P16 VA C Zy,A # &,Imin A (Teoremal67). '
Proposicao 68:
Va,b,ceZ,a+c=b+c=a=b,c+a=c+b=a=b. O
Demonstragio:
c+a=c+b,
a+c=b+c, (P.4)
(a+c)+(—c)=(b+c)+ (—c), (P.3)
a+(c+(—¢)) =b+(c+(—c)), (P.1)
a+0=>b+0, (P.3)
a=h,. (P.2)
Isto conclui a demonstragao. |
Lema 69:
310 € Z que satisfaz[P.2} O
Demonstragio:

Suponha que e, e ey, sejam inteiros e satisfagam as propriedades do 0 (P.2). Entao vale que

eqt+tep =¢€p t+eq ==eq
= €q = €p.

€qa+€ep =¢6€p t+eq ==6p

Logo, como 0 sabidamente satisfaz estas propriedades, vemos que ele é o tinico inteiro que o

faz. |
Lema 70:

31 € Z que satisfaz[P.6} O
Demonstragio:

Suponha que e, e ey, sejam inteiros e satisfagam as propriedades do 1 (P.6). Entao vale que

€q€p =€p - €q = €q
= €q = €p.

€q€p =€p r€q = €p

Logo, como 1 sabidamente satisfaz estas propriedades, vemos que ele é o tinico inteiro que o

faz. |
Proposicao 71:

VaeZ,a-0=0-a=0. O
Demonstragio:

(0-a)+(0-a)=(0+0)-aq, (P.9)
=0-a. (P.2)
Logo, 0 - a satisfaz[P2] Pelo Lemal[69}, 0 - a = 0. [ |
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§5 Propriedades dos Niimeros Inteiros

Proposicao 72:

Va,beZ,a-b=0= (a=0Vb=0) 0
Demonstragio:

Pela Proposigéo a-0=0. Logo,sea-b=0,a-b=a-0.Sea=0,ademonstragdo esta
encerrada. Se ndo, b = 0 por[P.7} [ |
Lema 73:

VaeZ,A—aeZ,a+ (—a)=(—a)+a=0. O
Demonstragio:

Suponha que a* e a’ satisfagam [P.3] Entdo vale que a* + a = 0 = a’ + a. Pela Proposigao[68)
a*=a'. |

Proposicao 74:
Seja a € Z. Vale que —(—a) = a. O

Demonstragio:
Perceba que

a+(—a)=—-a+a=0
—(—a)+(—a)=—a+ (—(-a)) =0

Logo, tanto a quanto —(—a) satisfazem[P.3|para —a. Pelo Lema[/3} —(—a) = a. [ |
Lema 75:
Seja a € Z. Vale que —a = —1 - a. O
Demonstragio:
at+(=1-a)=(1-a)+(~1-a), (P-6)
=(0+(=1)q (P9
=0-aq, (P.3)
=0. (Proposigao|[7T)
Isto conclui a demonstragao. |
Lema 76:
(=1 - (-1 =1 O
Demonstragio:
(=1 - (=1) =—(=1), (Lema[75)
=1. (Proposigao|[74)
Isto conclui a demonstragao. |
Proposicao 77:
Sejam a,b € 7Z. Valem as seguintes propriedades:
i (—a)-(—b)=a-b;
ii. (—a)-b=a-(=b)=—(a-b) O
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Operacdes com Inteiros §6

Demonstragio:

1-a)-(—1-b), (Lema|/5)
(P.4)
(— ), (P.1)
((=1-(=1))-b), (1)
(1-b), (Lema|/6)
b. (P.0)

Isto demonstra a primeira afirmacdo. Para provar a segunda, basta fazermos

(—
(

e
0
_.
=
=
_‘,—\
-
[on
=

a-
a-
a-
a-

(—a)-b=(—1-a)-b, (Lema[75)
=—1-(a-b), (P.1)
—(a-b), (Lema[75)

o que prova a segunda parte da segunda afirmacéo, e

—1-a)-b, (Lema|73)
a-(=1))-b, (P4)

-(=1-b), (P.1)
-(=b), (Lemal(75)

que prova a primeira parte da segunda afirmacéo, concluindo a prova. |

Defini¢ao 34 [Quadrado]:
Seja a € Z. Definimos o quadrado de a, denotado a?, como o ntimero inteiro que satisfaz

a2=a-a '
Lema 78:

Seja a € Z. E verdade que a*> =0 < a = 0. 0
Demonstragao:

Suponhamos que a? = a - a = 0. Pela Proposigao é preciso que a = 0. n
Lema 79:

Sejaa €Z. Sea’? =a,entioa=0o0ua=1. O
Demonstragio:

Suponhamos, primeiramente, que a = 0. Entdo 0 - 0 = 0 e, pela Proposi¢do [/1} a equagdo
realmente é satisfeita.
Suponhamos agora que a # 0. Entdo segue que:

a-a=1-q (P.6)

a=1. (P.7)

Assim vemos que, de fato, a’ =a = (a=0Va=1). [ |
Proposicao 80:

A equagdo a + x = b possui solugdo tinica em Z. g

Demonstragio:
Suponha que x e y, ambos inteiros, satisfagam a equacgdo. Entdo vale que a +x = b e que
a+y=">b. Logo,a+x=a+y. PelaProposigéox:y. ]
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§6: Propriedades do Ordenamento

Proposicao 81:
Sejaa € Z. Entdo a < 0 < 0 < (—a).

Demonstragao:

\

o)

+
o o £ 09
o

\
e o

+ o+

NN IN N
I
e e @f

- =B

A volta é provada de maneira andloga, somando a aos dois lados da desigualdade e desenvol-

vendo a expressdo para obter que a < 0.

Observagio:

Note que, devido a Proposigao[74} a Proposi¢ao[8T|também implica que 0 < a & —a < 0. &

Lema 82:
Seja a € Z. Vale que a* = (—a)?.
Demonstragio:

(—a)? = (—a) - (~a),
=(=1-a)-(=1-a),
=(a-(=1))-(=1-a),
=a-((=1)-(=1-qa)),
=a-((-1-(-1)-a),
=a- (1 : Cl),
=a-aq,
= a’.

Proposicao 83:

Seja a € Z. Se a = 0, entdo 0 = a?. Se ndo, 0 < a?.

Demonstragio:
Se a = 0 o resultado é verdadeiro pela Proposicao[/T}

O

(Lema|/5)
()

(P.5)

(P.5)
(Lema|76)
(P.6)

[ ]

Suponhamos que 0 < a. Entdo, usando sabemos que 0 - a < a? e, pela Proposigéo

obtemos que 0 < a?.

Finalmente, suponhamos que a < 0. Pela Proposicdo [81|temos que 0 < (—a). Conhecendo

o Lema (82} percebe-se que caimos no caso em que 0 < a, o que conclui a demonstragao. ]
Proposicao 84:

0<1 0
Demonstragio:

Por|P6, 1-1=1,ie,12=1. Pela Proposigéo 0 < 1% ¢, portanto, 0 < 1.

Lema 85:
Dados a,b,c € Ze d € Z?_, valem:
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i la<bAb<c)=a<c
ii.a<b=a+c<b+c
iii. a<b=a-d<b-d Il

Demonstragio: i. Sabemos que (a <bAb<c)= (a<bAb<c) Logo, porP12 a < c.
E preciso que a # c, pois, caso contrario, ter-se-ia que a < b/Ab < a = b = a, 0 que é
falso por hipétese. Logo, a < c.

ii. Sea < b, entdo a < b. Por[P.14/sabemos entdo que a+c < b+c. E precisoque a+c # b+c
pois, caso contrério, [p8|nos daria que a = b, o que é falso por hipétese. Logo, a+c < b+c.

iii. Se a < b, entdo a < b. Por sabemos entdoque a-d < b-d. Eprecisoquea-d #b-d,
pois, caso contrério,forneceria que a =b. Conclui-sequea-d <b-d. |

Coroléario 86:

Sejaa € Z. Vale que a < a+ 1. O
Demonstragio:

0<T, (Proposigao [34)

a+0<a+1, (Lema [85.ii)

a<a+T. |

Coroléario 87:

0=minZ,. O
Demonstragio:

Pela Proposicdo |84} 0 < 1 e, portanto, 0 < 1. Logo, por 0 < a,Va € Zy, o que nos
fornece diretamente que 0 = minZ, . |
Proposigao 88:

Sejam a,b € Z;a < 'b. Vale que —b < —a. O
Demonstragio:

a<b,
—a—b+a<—a—b+b, (Lema |[85.iil)
—-b+0<—a+0,
-b < —a. |

Corolério 89:

Sejam a,b € Zec € Z*. Entdo a < b = bc < ac. O
Demonstragio:

Como ¢ < 0, seguird da Proposicao[8T|que —c > 0. Pelo Lema|85.iii} vale entdo que a < b =
—ac < —bc (por Proposicao (/7). Aplicando a Proposi¢ao[88] concluimos que be < ac. [ |
Corolario 90:

Sejam a,b € Z; a < b. Vale que —b < —a. O
Demonstragio:

Se a < b, entdo a afirmagdo € verdadeira pela Proposicao Se a = b, entdo a afirmacao é
trivialmente verdadeira. |
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Observagio:

Nas tdltimas demonstragdes foram emitidas as mengdes a algumas propriedades que devem
ser familiares agora. &
Proposicado 91:

Sejam a,b € Z. Sea > 0e ab > 0, entdo b > 0. O mesmo vale para a relagio <. O
Demonstragao:

Suponha que b = 0. Entdo ab = 0, o que contraria a hipétese. Logo, b € Z*. Suponha que
b < 0. Entdo, pelo Corolério[89 ab < 0. Absurdo. Logo, por 31 b > 0.
A demonstragdo para a relagdo < é analoga. |

Corolario 92:
Sejam a,b,c € Z. Sec > 0 e ac > bc, entdo a > b. (I

Como ac > be, sabemos pelo Lemal85.ilque (a — b) ¢ > 0. Como ¢ > 0, vem da Proposi¢ao[?1]
que a —b > 0. Logo, usando o Lema 85.ii novamente, temos que a > b.

Notagio:

Sejam a,b € Z. Como feito na demonstragdo da Proposi¢do utilizaremos a notagéo
b —a = b+ (—a) para nos referir a soma de b com o oposto de a. &
Lema 93:

Sejam a,b,c,d € Z;a < b,c < d. Entdo a+c < b + d. Analogamente, se a < b,c < d, entdo
at+c<b+d O
Demonstragio:

Primeiramente, note que, como ¢ < d, vem do Lema 85.il que 0 < d — c. Dito isso, veja que

0<1, (Proposigao [84)
0<d-—c, (Lema 85.iii)
b<b+d-—ec. (Lema [85.iil)

Como a < b, vale por que a < b+ d —c. Usando Lema|85.ii} obtemos que a+¢c <b+d. A
demonstragdo para < € andloga e parte do fatode que 0 <1 =0 < 1. |

Teorema 94 [Propriedade Arquimediana em Z]:
Sejam a,b € Z%. An € Zi;n-a > b. O

Demonstragio:

Suponhamos, por absurdo, que existam a,b € Z*;Vn € Z* ,na < b. Por tem-se que
0<b-—naVneZi,e portanto, o C S := {b—na;n € Z:} C Z,. Logo, por S possui
minimo. Seja m = min S.

Comom € S, m = b —pa, para algum p € Z%. Note que, como a € Z}, decorre do
Corolario[87|que 0 < a. Considere o elemento de S dado por m’ =b — (p + 1)a:

m' =b—(p+1)a,
=b—pa—a,
=m-—a.

Sabemos de que m < medo Lemavem quem<m+a(se0<a 0<a) Usandoo
Lema obtemos que m — a < m. Como m — a =m’ € S, obtemos que existe um elemento

em S menor que o minimo de S (pois sabemos que m’ # m). Absurdo. |
Teorema 95:
Todo conjunto ndo-vazio de niimeros inteiros limitado inferiormente admite minimo. O
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Demonstragio:

Seja A um tal conjunto. Seja m um minorante de A (sabemos que existe um tal m, pois A é
limitado inferiormente). Entdo m < a,Va € A e, por[P14 0 < a—m.

Consideremos entdo o conjunto S :={a —m,a € A}. Como0 < a—m, Y a € A, sabemos que
S C Z+. Logo, por sabemos que S admite minimo. Como min$ € S, podemos escrever
minS = ap — m, onde ap € A.

E claro que minS < a —m,Va € A e, portanto, ap —m < a—m,Va € A. Usando

temos que ap < a,Va € A. Logo, como ap € A,ap = minA. |
Teorema 96:

Todo conjunto ndo-vazio de niimeros inteiros limitado superiormente admite mdximo. O
Demonstragio:

Seja A um tal conjunto. Seja m um majorante de A (sabemos que existe um tal m, pois A é
limitado superiormente). Entio m > a,Va € Ae, por[P14,0 < m —a.

Consideremos entdo o conjunto S :={m —a,a € A}. Como0 < m—a,Va € A, sabemos que
S C Z+. Logo, por sabemos que S admite minimo. Como min$ € S, podemos escrever
minS = m — agp, onde ap € A.

E claro que minS < m—a,Va € A e, portantoo m—ap < m—a,Va € A. Usando
temos que —ap < —a,Va € A. Pelo Corolério ap = a,va € A. Logo, como ap € A,ap =

max A. |
Lema 97:

Sejane€Z. Se0<n< 1, entiooun=0oun=1. O
Demonstragio:

Primeiramente, ressalta-se que ha sentido em escrever 0 < n < 1, visto que 0 < 1 pelo
Proposigao 84}

Dito isso, suponhamos por absurdo que 0 # n. # 1. Entdo o conjunto S, definido segundo
S={peZO<p<l}

é nado-vazio e, por possui minimo, visto que 0 é minorante de S. Seja m = min S.
Como m € S, vale que 0 < m < 1. Usando temos que 0 < m? < m. Comom < 1,
por sabemos que 0 < m? < 1 e, portanto, m? € S. Contudo, isso nos diz que existe um

elemento em S, m?, que é menor que o minimo de S. Absurdo. n
Teorema 98:

Sejam a,b € Z. Sea<b<a+ 1, entdooub=aoub=a+1. O
Demonstragio:

Se a < b < a+ 1 (note que essa expressao faz sentido, pois a < a + 1 pelo Corolério [36),
entdo nos fornecerd que 0 < b —a < 1. Do Lema[97]segue que

(b—a=0Vb—a=1)=(b=aVb=a+1). [ ]

Notagio:
Seja S um conjunto finito. Denotaremos a cardinalidade, i.e., 0 nimero de elementos, de S
por IS]. &

Corolério 99:
Seja A C Z um conjunto ndo-vazio limitado superiormente por a e inferiormente por b. Entdo A
contém no maximo a — b + 1 elementos. O

Demonstragio:
Pelo Teorema [95] e pelo Teorema sabemos que A admite méximo e minimo. Como
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§7 Propriedades dos Niimeros Inteiros

a é majorante de A, é maior ou igual A todo elemento de A e, em particular, a > maxA.
Analogamente, b < min A.

Seja S:={n € Z;b < n < a}. Claramente, A C S e, portanto, |A| < [S|.

b € S e, portanto, |S| > 1. Pelo Teorema o proximo possivel elemento de S é b + 1, se
este for menor ou igual a a. Supondo que seja, teremos que [S| > 1+ 1, pois {b,b+ 1} =1+1,
e este conjunto é subconjunto de S. Prosseguindo com esta sequéncia légica, tem-se que se
b<b+mn<aentdob+n €S, tal como todos os seus antecessores maiores ou iguais a b, e
segue que [S| > n + 1.

Comoa=b+a—Db € S, valerd entdo que [S| > a —b + 1. No entanto esta precisa ser a
cardinalidade de S pois, ao chegar em a, teremos passado por todos os elementos de S. Caso
contrario, isto implicaria na existéncia de um elemento c de S que obedeceb+n < c <b+n+1,
visto que contamos todos os elementos da forma b +n para 0 < n < a —b. Como isso é
impossivel pelo Teorema concluimos que |S| = a —b + 1. Como |A| < |S|, concluimos que
Al <a—b+1. [ ]

Definic¢ao 35 [Inteiros Consecutivos]:
Seja {ai}i_;, n € Z* um conjunto de ntimeros inteiros. Diremos que os inteiros a; sdo
. o T
consecutivos se, e somente se, ai11 = a; + 1,Vi e {i}i_; . o

§7: Valor Absoluto

Definig¢io 36 [Valor Absoluto]:
Seja a € Z. Definimos o valor absoluto de a, denotado por |al, da seguinte maneira:

a,sea =0
la| :=

—a,sea <0
Também usaremos a nomenclatura médulo de a ao falar sobre |al. ®
Proposigao 100:

Sejaa € Z. Entio la] > Oela|=0< a=0. O
Demonstragio:

Suponhamos primeiramente que a > 0. Entdo |a| = a e, portanto, |a| > 0.

Suponhamos entdo que a < 0. Entdo |a| = —a e, pelo Corolérioter—se-é que |a| > 0.

Se a = 0, entdo 0| = 0. Sabemos que [0]| = a = 0, pois, caso a ndo fosse nulo, ter-se-ia pelo
inicio desta demonstracdo que |a| # 0. Assim concluimos a prova. |
Proposicao 101:

Seja a € Z. Entio vale que —|a| < a < |al. O
Demonstragio:

Primeiramente, note que a Proposigao em conjunto com o Corol4rio [90|e faz com
que o enunciado faga sentido, visto que, de fato, —|a| < |al.

Suponhamos a > 0. Entdo |a| = a e, portanto, |a| > a. Além disso, ter-se-a pelo Corolério
que —|a| < 0. Logo, por[P.12} vale que —|a| < a.

Suponhamos entdo que a < 0. Vale que |a| = —a e, pelo Corolario[?0] que |a| > 0. Por[P.12]

temos que |a| > a. Além disso, como —|a| = —a, é simples constatar gie —|a| < a, o que conclui
a demonstracio. u
Proposigao 102:

|—al =|a|,Va € Z. O
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Demonstragio:

Sem perda de generalidade, suponhamos a > 0. Entdo |a| = a. Pelo Corolario[?0} sabemos
que —a < O e, portanto, |—a| = — (—a) = a, pela Proposigéo Logo, |a| = |—al. [ |
Notagio:

Escreveremos a expressdo (a = bV a = —b) numa forma compactada como a = +£b. &

Corolario 103:
Sejam a,b € Z. |a| = [b| & a = +b. O

Demonstragio:

A volta decorre trivialmente da Proposicdo

Tem-se, por hipétese, que |a| = |[b|l. Suponhamos que a e b sdo ambos nido-negativos ou
ambos negativos. Entdo ou a = b ou —a = —b. De qualquer forma, resultard que a = b,
provando o enunciado.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que a seja negativo e b seja ndo-negativo. Entao

—a = b e, portanto a = —b. Assim concluimos a demonstracéo. |
Proposicao 104:

la-bl=|a|-|b,Va,beZ O
Demonstragio:

Se a ou b for nulo, tem-se que o enunciado ¢é trivialmente verdadeiro devido & Proposigao[71}
Logo, provaremos os casos em que nenhum dos dois é nulo.

A principio, suponhamos sem perda de generalidade que a > 0 e b < 0. Entdo, pelo
Corolério[89 ab < 0. Logo, segue que

|ab| = —ab, (Definicdo
=a(-b), (Proposi¢do
= |allbl. (Definigao[36)

Suponhamos a seguir que a e b sdo ambos positivos. E simples constatar que

lab| = ab, (Definigao|36)
= |alfbl, (Definigao [36)

pois o Lema [85.iii] garante que ab > 0.
Finalmente, suponhamos que a e b sdo negativos. Pelo Coroldrio |89, sabemos que ab > 0.

Veja entdo que
labl = ab, (Definigao[36)
= (—lal) (=[bl), (Definicao[36)
= |al/bl. (Proposigao[77)

Assim concluimos a demonstracéo. |

Teorema 105 [Desigualdade Triangular]:
Sejam a,b € Z. Entdo vale que |a + b| < |a| + [b]. O

Demonstragio:
Da Proposicao sabemos que —[a] < a < |a| e que —[b| < b < [b]. Com estas duas
expressdes, podemos utilizar Lema[?3|para obter que

—(la[+1bl) < a+b < lal+[bl.
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Se (a+b) > 0, entdo
la+bl=a+b<|al+]bl

Se (a+b) < 0, entdo podemos usar o Corolario[89 para multiplicar a desigualdade por —1
e obter que
lal +[bl > —(a+b) > —(lal+bl).

Como |a + b| = — (a + b), estd provado que
la+bl=—(a+b) <lal+ bl |
Proposicao 106:
Sejam a,b € Z. |la| — |b]| < |a —bl. |
Demonstragio:

Sabemos, do Teorema que dados b,a — b € Z vale que

la —b 4 bl <|a—b|+ b,
la| —[b] < la —Dbl.
Se |a] — b = 0, entdo ||a] — |b]| = |a| — |b| e a demonstracéo estd concluida.

Se |a] — [b] < O, entdo [la] —[b|]| = [b| — |a|. Perceba que o mesmo argumento utilizado
anteriormente fornecerd que [b| —|a| < |[b — al. Pelo Corolério [b] — lal > 0, 0 que nos leva ao
caso anterior e mostra que

llal —foll < [b—dl,
lla] —[bll < la —bl. (Proposigao[102)
Isso conclui a demonstragéo. ]

§8: Principio de Inducao

Teorema 107 [Principio de Indugéo Fraco]:
Seja a € Ze S C Z um conjunto tal que a < x,Vx € S. Se forem verdadeiras ambas as propriedades

i, aes,
ii. keS=k+1€SVk>aq,

entio S ={k € Z;a < k}. O

Demonstragio:
Suponhamos que a afirmagéo seja falsa. Entdo o conjunto S’, definido segundo

S :={k€Z;a<k}\S,

é ndo-vazio e limitado inferiormente (por a). Logo, pelo Teorema S’ admite minimo.
Denotemos m = min S’.

Como a € S,a ¢ S'. Visto que a é minorante de S’, mas nédo pertence ao conjunto, sabemos
que a < m. Sabemos do Corolério |36/ que m — 1 < m e, portanto, sabemos do Teorema
que a < m—1 < m, o que fornece o fato de queou m—1 € S"oum—1 € S. Como
m—1<m=min$’, vemos que m — 1 € S. Usando a segunda hipétese do enunciado, temos
quem—1leS=m—-1+1=meS. Comom € S/, isso é absurdo. |
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Fazer esta
demonstragao

Principio de Inducao §8

Corolério 108:
Seja a € Z e P(n) uma proposicio acerca de um niimero inteiro n. Se forem verdadeiras ambas as
propriedades

i. P(a),
ii. P(k) = P(k+1),Yk > q,

entio P(k) é verdadeira Vk > a. O

Demonstragio:
Considere o conjunto P := {k € Z; P(k) é verdadeira}. Pelo Teorema
P={keZa<k}
e, portanto, P(k) é verdadeira Vk > a. [ |

Teorema 109 [Principio de Indugéo Forte]:
Seja a € ZeS C Z um conjunto tal que a < x,Vx € S. Se forem verdadeiras ambas as propriedades

i aes,

i. {iff ,cS=k+1eS,Vk>aq,
entio S ={k € Z; a < k}. O
Demonstragio:

Seja §' = {k eZk>aq{if  C S}. Como a € S por hipétese, {a} C S e, portanto, a € S’.

Suponhamos que um dado inteiro k € S’. Entdo {i}]f:a C S. Por hipétese, isso implica que

k+1 € S. Logo, vale que {i}}!] < S e, portanto, quek +1 € S’

Pelo Teorema isso implica que S’ = {k € Z; a < k}. Logo, {i}}_, € S,Vk > a, implicando
queS={k € Z;a <k} |

Escélio:

O fato de que o Teorema implica o Teorema é notavel. Provar-se-4 adiante que,
além disso, ambos os Principios sdo equivalentes entre si e ao Principio da Boa Ordem. Isto é,
assumindo-se um destes trés principios, pode-se deduzir os outros dois. &

Coroldrio 110:
Seja a € Z e P(n) uma proposicio acerca de um niimero inteiro n. Se forem verdadeiras ambas as
propriedades

i. P(a),
ii. (P(m),Yym;a<m<k)=Pk+1),Vk2>q,

entdo P(k) é verdadeiraVk > a. O

Demonstragio:
Considere o conjunto P := {k € Z; P(k) é verdadeira}. Pelo Teorema

P={keZ;a<k}
e, portanto, P(k) é verdadeira Vk > a. |

Definic¢io 37 [Poténcias]:
Seja a € Z. Definimos as poténcias de a com expoente positivo por

i al=q
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ii. a™':=a-a™Vn>0.
Ademais, se a # 0, definimos a® := 1 por conveniéncia. '
Lema 111:
Todas as poténcias de 0 sdo nulas. O
Demonstragio:

A n + 1-ésima poténcia de 0 é dada por 0- 0™, Vn € Z% . Logo, pela Proposigéo ol =0
independentemente do valor de 0™. Conclui-se que 0™ = 0,Vn > 1. Como 0" = 0 por definigao,
estd concluida a demonstragéo. |

Proposicao 112:
Sejam a,b € Z e sejam m,n € Z.. Entdo valem as segquintes propriedades, excluindo os casos em
que ter-se-ia elementos da forma 0°:

i. ama™ =amtn;
ii. (@m™)™=amy;
iii. (ab)™ =a™b™. O

Demonstragio:
Para o caso em que a ou b é nulo (e m e n ndo o sdo), temos que todas as propriedades
enunciadas sao verdadeiras pelo Lema [ TT|e pela Proposigdo

i. Fixe a € Z* e m € Z,. Queremos provar que, Vn € Z,, vale a seguinte propriedade:
a™a™ = a™*™. Prosseguiremos por indugéo.

Tomemos n = 0. Entdo a™a® = a™ pela Deﬁnigéo Suponhamos agora que a proprie-
dade vale para um inteiro ndo-negativo n. Entdo seguira que:

a™a™!' =a™a"a', (Definigao
=a™Mal, (hipotese de indugéo)
=amt (Definigao37)

Segue do Coroldrio que a propriedade vale para todo inteiro ndo-negativo n., con-
cluindo a demonstracdo do primeiro enunciado.

ii. Fixe a € Z* e m € Z,. Queremos provar que, Vn € Z,, vale a seguinte propriedade:
(a™)™ = a™™. Prosseguiremos por indugéo.
Tomemos n = 0. Entdo (a™)° = 1 = a®™ pela Definigio [37| e pela Proposicio
Suponhamos entdo que vale a propriedade para um inteiro ndo-negativo n. Seguird entdo

que
(@)™ = (@)™ (a™)', (Definigao37)
= (a™) (a™)", (hipétese de indugéo)
=a™a™, (Definigao37)
= gmntm (provado acima)
— gmn+1)

Novamente, segue do Corolario que a propriedade é valida para todo inteiro nédo-
negativo, o que encerra a prova do segundo enunciado.
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iii. Fixe a € Z* e b € Z,. Queremos provar que, Vm € Z,, vale a seguinte propriedade:
(ab)™ = a™b™. Prosseguiremos por indugdo. Tomando m = 0, o enunciado decorre
trivialmente da Defini¢do Suponhamos entdo que ele é vélido para um m inteiro
ndo-negativo. Decorre que

(ab)™"" = (ab)™ (ab)', (Definigao37)
=a™b™ (ab)’ , (hipétese de indugao)
=a™b™ab, (Definig¢ao|37)
=a™ab™b,
=a™t Mt (Definicao[37)

Finalmente, o Corolario[108|nos fornece mais uma vez que o enunciado é valido para todo
m inteiro ndo-negativo, concluindo a prova.

Observagao: o fim precoce deste capitulo se deve ao fato de que a bibliografia [4] trata,
apos a segdo sobre o PIF, do Teorema do Binémio, que obviamente depende da defini¢do
de divisdo. E portanto um tema que deve ser tratado a posteriori, bem como as somas
de PA e PG, que também resultam em identidades expressiveis apenas com notagéo fra-
ciondria. Além disso, ndo se deve ignorar o fato de que toda a construcéo feita até ca foi
abstrata, ignorando, por exemplo, o ntimero 2 em notagdo decimal, usando-o apenas na
defini¢do de quadrado.
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CariTUuLO 3

Divisiao de Inteiros

Um ntamero primo é aquele que é medido apenas
pela unidade.

Os Elementos, Livro VII
EucLipes

§9: Caracteristicas Elementares da Divisdo

Definic¢io 38 [Divisibilidade]:
Sejam a,b € Z. Diremos que b é divisfvel por a, ou que a divide b, se, e somente se, existir
x € Z tal que a - x = b. Neste caso, escreveremos a | b. Se a ndo dividir b, escreveremos

athb. [ )
Proposigao 113:

Sejam a,b € Z;a|b. Sea#0,3!'x € Z;a-x=h. O
Demonstragio:

Suponha que x e y, ambos inteiros, satisfacam a equagdo, ie., a-x =bea-y =b. Entdo
segue que

a-x=a-y,

X =y. (P7)
Isto conclui a demonstragao. |
Observagio:

Perceba que 0 | b < b = 0, devido a Proposigao[71} Além disso, esta mesma Proposicéo faz
com que todos os inteiros sejam solugdo da equagdo 0 - x = 0. &
Defini¢io 39 [Divisor]:

Sejam a € Z* e b € Z. Diremos que a é divisor de b se, e somente se, a | b. '
Proposicao 114:

Sejam a,b € Z*. Se a | b, entdo |a| < [bl. O
Demonstragio:

Como a | b,3l¢c € Z;a-c = b, pela Proposicao[113} Logo, |ac| = [bl. Pela Proposicéo[104]
lallc] = [b].
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Sabemos que [c| # 0 pois, se o fosse, |b| também o seria, mas isso é falso por hipétese. Logo,
segue da Proposigdo que || > 1. Devido a mesma Proposicdo, podemos aplicar o Lema
para multiplicar os dois lados da inequacdo por |al. Logo, Iclla] > |al. Como [c|la| = |b],
vemos que |b| > |al, encerrando a demonstragéo. [ ]

Corolério 115:
Os tinicos divisores de 1 sdo 1 e —1. O

Demonstragio:
Suponha que um inteiro ndo-nulo a divide 1. Entdo, pela Proposi¢do la] < [1]. Da
Proposigao sabemos que 0 < |a| < [1|. Logo, pelo Lema [97] teremos que |a| = 1 = [1].

Conclui-se entdo, do Corolario que a = £1. |
Corolario 116:

Sejam a,b € Z*. Sea|beb | a, entdo a = £b. O
Demonstragio:

Basta fazer

alb=[a] <bl, (Proposicao[TT4)

bla=[bl <lal, (Proposigao [TT4)

(Ibl < lal Afal < [bl) = [b] = |al, (°17)

[b| = |a] = a = £b. (Corolério[103)

Isto conclui a demonstragao. |

Defini¢ado 40 [Quociente]:

Sejam a € Z* e b € Z tais que a | b. Definimos o quociente de b, que serd dito o dividendo, por
a, que serd dito o divisor, como o ntimero inteiro ¢ que resolve a equagdo a - ¢ = b. Em geral,
denotaremos o quociente de b por a como

b
b/a=—. a
a
Observagio:
A nogao de quociente de dois inteiros ¢ bem definida devido a Proposigao[T13] &
Proposicao 117:
Sejam a € Z*,b,c,d € Z. Valem as segquintes propriedades:
i alaq;
ii. parab #0, (a|bAb|c)=alc;
iii. parac #0, (a|bAc|d)= ac|bd;
iv. (albAalc)=al(b+c);
V. alb=a|mb,VmeZ O

Demonstragio:
Far-se-a4 a demonstragéo item a item:

ia-l=a=alq

ii. dea|b,temos que a-x =b, para algum x inteiro. De b | ¢, temos que b-y = ¢, para algum
y inteiro. Substituindo a primeira expressdo na segunda, segue que a-xy = c. Logo, a | c;
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iii. de a | b, sabemos que a-x = b, para algum x € Z. De c | d, sabemos que c -y = d, para
algum y € Z. E simples ver que ac - xy = bd e, portanto, ac | bd;

iv. de a | b, sabemos que a - x = b, para algum x € Z. De a | ¢, sabemos que a -y = ¢, para
algum y € Z. Somando as duas expressdes, segue que a - (x +y) = (b +c) e, portanto,
al(b+c);

v. de a | b, sabemos que a - x = b, para algum x € Z. Multiplicando por m em ambos os
lados, tem-se que a - mx = mb. Logo, a | mb. [ |

Corolério 118:
Sejam a,b,c € Z,a # 0, taisque a | be a| c. Entdo a | (mb +nc),Vm,n € Z. O

Demonstragio:
Perceba que

alb= a|mb,Vm c Z, (Proposigao[117.v)
alc=alncVn e Z, (Proposicao(117.v)
(almmAalnc)=al(mb+nc).Vn ez, (Proposicao[117.iv)

Isto conclui a prova. |

Coroldrio 119:
Sejam a € Z*,b,c,d € Z. Valem as seguintes propriedades:

i.

a_y,
a
ii. parab #0,
b e_c,
a b a
iii. parac #0,
b d_bd
a ¢ ac’
iv. b b
c
b, +c;
a a a
V. b
m--="vmez O
a a
Demonstragio:

Cada enunciado decorre da demonstra¢do do enunciado de nimero equivalente na Propo-
sicao[T17} |

Proposigao 120:
Sejam a,b € Z*, c € Z. Entdo vale que a | ¢ < ab | cb. O
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Demonstragio:
=:se a| ¢, sabemos que a - x = ¢, para algum x € Z. Multiplicando em ambos os lados por
b, temos que ab - x = ¢b e, portanto, ab | cb. «: basta reverter o argumento com auxilio de

! [

Corolério 121:
Sejam a,b € Z*, ¢ € Z. Entdo vale que

b ¢
—=—=.— O
a b a
Demonstragio:

Foi provado na demonstracdo da Proposigao Além disso, o Corolario garante que
b/b =1, o que torna fornece um argumento alternativo. |
Proposicao 122:

Sejam a,b € Z,a # 0. Sea | b, entdo (—a) | b, a | (—b) e (—a) | (—b). O
Demonstragio:

Como a | b, sabemos que a - x = b, para algum x € Z. Teremos entdo que

—a- (=) =b=(—a) | b,
a-(—x)=-b=al(-b),
—a-(x) =—b= (—a)|(—b). |

§10: O Algoritmo da Divisdo

Lema 123:

Sejam a,b € Z, a # 0. Entdo existem inteiros q e v que satisfazem qa+r =b,com0 < r < a. O
Demonstragio:

Seja S := {b—ax;x € Z,b—ax > 0}. Perceba que S é ndo vazio, pois x = 0 implica que

b—ax=b>0.

Podemos entdo aplicar[P.16]para obter que S admite minimo. Sejar = min S. Visto quer € S,
sabemos que r =b — aq > 0, para algum q € Z.

Resta provar que 0 < r < a. Como r € §, sabemos que 1 é ndo-negativo, sendo apenas
necessdrio provar que r < a. Suponhamos que ndo. Entior=b—-aq > a=>b—a(q+1) =
r—a > 0. Logo,r—a € S. Como a > 0, vale pela Proposi¢io[8§ que —a < 0 e, portanto —a < 0.
Seguira entdo que:

r<T,
r—a<rm,
r—a<mins§S.

Visto que a # 0, existe um elemento em § estritamente menor que o minimo de S. Absurdo.
Logo, é preciso que r < a. |

Teorema 124 [Algoritmo da Divisdo]:
Sejam a,b € Z, a # 0. Existem inteiros q, r tinicos, com 0 < v < |al, satisfazendob = aq +r. O

Demonstragio:
Provar-se-a a principio a existéncia de tais inteiros q e . Tendo-a em méos, serd demonstrada
a unicidade.
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Tomemos primeiramente o caso em que a > 0. Se b > 0, a existéncia de q e r é garantida
pelo Lema Consideremos entdo o caso em que b < 0. Pelo Lema existem inteiros q’ e
1’ que satisfazem

[bl=q'a+1,0< 1 < a.

Se r’ =0, teremos que

—b:q/(l,
b=—q'a.

Logo, vale o enunciado. Se r’ > 0, segue entdo que

—b=q'a+1/,
b=—-q'a—1,
b=—(q +1)a+(a—7").

Perceba que 0 < a — 1/ < a, sendo que a primeira relagdo segue de que v’ < a e a segunda de
que 1’ > 0. Desta forma, o enunciado também se verifica para este caso.

Abordemos entdo o caso em que a < 0. Independentemente de b, a primeira parte desta
demonstragdo garante a existéncia de q’ e v’ inteiros respeitando a equagéo

b=q'la+7,0<r" <|a|.
Segue entdo que

b :q/(—(l)-i-T/,
b=—-q'a+7".

Logo, o enunciado também se sustenta neste caso.
Resta por fim demonstrar a unicidade de q e r. Suponha que os pares ordenados (q,7) e
(q’,r’) satisfazem as condi¢Ges anteriormente explicitadas para a e b fixados. Logo, vale que
b=qa+n0<r<]a
q 0<T<al =qa+r=q'a+r.
b=q'a+1,0< 1" <|a|

Suponhamos, sem perda de generalidade, que " > r. Da equacdo anterior, sabemos que
(q—q’)a=1"—r. Além disso, como 0 < 7,1’ < |al, sabemos também que r’ — 1 < |al. E claro,
entdo, que (q —q’) a < lal.

Como, por hipétese, ' > 1, é claro que ' —r = (q — q') a > 0. Logo, tem-se que

0<(g—q)a<lal,

0<l(q—q')al <ldl, (Definigao36)

0<(q—q’llal <lal, (Proposigao[T04)

0<l(q—q)l<T, (Corolério[92)
(q—q’)=0 (Lemal[97)

Assim, vemos que q = q’. Vemos também que v’ —r = 0-a = 0. Logo, r = 1’ e, portanto, os
inteiros q e r definidos no enunciado séo, de fato, tinicos. [ |

Definig¢io 41 [Resto]:

Sejam a,b € Z,a # 0. Os ntmeros q e r que satisfazem b = aq + r sdo chamados,
respectivamente, de quociente e resto da divisdo de b por a. Note que isso estende a definicdo de
quociente dada na Definicdo @} 'Y

49



O Algoritmo da Divisado §10

Notagio:

Usaremos as notagdes a/b e ¢ para o quociente da divisdo de a por b apenas quando o resto
da divisdo de a por b for nulo. &
Proposigao 125:

Sejam a,b € Z,a # 0. a dividird b se, e somente se, o resto da divisdo de b por a for nulo. O
Demonstragao:

Suponhamos que a | b. Entdo 3q € Z;aq = b. Pelo Teorema vale que o resto e o
quociente da divisdo de b por a sdo tinicos e, portanto, vemos que tal resto é, de fato, nulo.
Suponhamos agora que o resto da divisdo de b por a é nulo. Entdo b = qa + 0 = qa para

algum q € Z. Logo, da Definicao 38} vale que a | b. |
Lema 126:

Sejam a,b € Z,a # 0, e seja 1 o resto da divisdo de b por a. Ser # a — 1, entdo o resto da divisdo de
b+1lporaér+1.Ser=a—1,alb+1 O
Demonstragao:

Suponhamos, a principio, que r # a — 1. Entdo vale que

b=qa+r,
b+1=qa+(r+1).
Como0<r<a—1,éclaroquel <1+ 1< a. Pelo Teorema|l24, o quociente e o resto de uma

divisdo sdo tinicos. Logo, r + 1 €, de fato, o resto da divisdo de b + 1 por a.
Suponhamos que r = a — 1. Entdo teremos que

b=qa+a-—1,
b+1=(q+1)a.

Logo, vemos que a | b + 1, encerrando a demonstragao. |
Proposicao 127:

Seja{ai}i_,,n € Z,n > 1 um conjunto de inteiros consecutivos. Entio 31 € {i};_;;n | a;. O
Demonstragio:

Pelo Teorema sabemos que,
Vie{if_,,3qi,1i €Z,0 <1y <Mjai = qin+T1y.

Consideremos a principio o caso em que 11 é nulo. Entédo, pela Proposigdo vemos que
n | aj, provando a validade do enunciado neste caso.

Consideremos agora os casos em que 0 < 11 < n— 1. Pelo Lema T4 =11+ 1.
Reiterando o processo, teremos que oun | ajy1,0u0 < 1141 < n— 1. Prosseguindo com este
método, eventualmente atingiremos que 1 = 11 +m—1=n—1. Afinal, definindom :=n—ry,
é claro que teremos m € {i}{_; (pois 0 < r; < n—1). Logo, pelo Lema valerd que n | Ty 1,

concluindo a demonstragéo. |
Lema 128:

Sejam a,b € Z,,a # 0. Seja q o quociente da divisdo de b por a. Vale que 0 < q < b. Além disso,
se o resto, v, da divisdo de b por a for ndo-nulo ou a # 1, vale que 0 < q < b. O
Demonstragao:

Suponhamos primeiramente que b = 0. Entdo b = 0a + 0 e, pelo Teorema sabemos que
tanto o quociente quanto o resto da divisdo de b por a sdo nulos, o que confirma o enunciado
para este caso.
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Suponhamos entdao que b # 0 e que a | b. Como tanto a quanto b = qa sdo ndo-negativos, a
Proposic;éo garante que q > 0. Como b = qa, vale que q | b e, pela Proposigéo Iq] < |bl.
Como ambos sdo ndo-negativos, concluimos que 0 < q < b.

Consideremos o caso especial em que a # 1. Pelo Lema [?7] sabemos que a > 1 (pois, por
hipétese, a é positivo). Entdo teremos que

lal > 1,
lallql > Iql,
lag| > Iql,

bl > |ql,

b>q.

Consideremos a seguir o caso em que 1 # 0. Logo, pelo Teorema 0 <r < a. Supo-
nhamos, por absurdo, que q < 0. Entdo —qa > 0 e, por consequéncia, b — qa > 0. Mas como
a | —qa, a Proposicao garante que |a] < |—qal. Logo, sendo ambos positivos, temos que
a<b+a<b—qa=r. Absurdo. Logo, q > 0.

Resta ainda provar, no caso em que 10, que q < b. Como b — 1 = qa, sabemos que
q|b—r,eéevidente que b — 1 < b, visto que 1 é positivo. Além disso, sabemos que b —1 > 0,
pois qa > 0 pelo argumento anterior. Da Proposicdo sabemos que |q] < [b—1| < [b].
Como todos os numeros envolvidos sdo ndo-negativos, conclui-se que 0 < q < b, encerrando a
demonstragao. |

Notagdo [Somatério]:

Antes de enunciar e provar o Teorema far-se-4 um breve comentério sobre o uso da
notagdo de somatério (D).

A notagdo de somatério expressa somas consecutivas que dependem de um indice de forma
compacta. O indice que estd sob o sigma maitsculo expressa qual é o indice sobre o qual se da
a soma e o seu valor inicial. O indice que esta sobre o sigma maitisculo denota quando a soma
para. O indice, pressuposto natural, varia sempre sob a adi¢do de uma unidade.

Por exemplo, podemos escrever as expressdes abaixo:

D k=0+1+ -+ Mm—1)+mn,
k=0

m
Y ritk=(1+K)+ k) F o+ (oK) + (k). &
i=1

Teorema 129:
Seja b > 1 um inteiro. Todo inteiro positivo a pode ser escrito de modo tinico na forma

n
a= E Tb®,
k=0

em quen > 0,y # 0 e, para cada indice inteiro 1, 0 < 1 < n, tem-se que 0 < 1y < b. [l

Demonstragio:

Provaremos, a principio, a existéncia de uma representacdo de a na forma citada no enunci-
ado. Tendo feito isso, demonstrar-se-a4 que tal representacdo é tinica. Deste ja elucidamos que
todos os quocientes e restos das divises que serdo efetuadas nesta demonstracdo existem e sdo
tnicos, devido ao Teorema
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a=qob + 1o,
do=q1b+ry,
d1 = q1+1b+ 1147,

Como b > 1e a > 0, pelo Lema([T2§|teremos que
a>qo>dqi >qie > =0.

Considere o conjunto S := {a,0} U{q;,Vi € Z;}. Como a é claramente majorante de S e 0 é
minorante, vale pelo Coroldrio [?9/que |S| < a + 1. Como os quocientes sdo distintos, a menos
que sejam nulos, é claro que existe n € Z, tal que g, = 0. Logo, temos que

a =qob +19,0 <19 < b,
do =q1b+11,0 <
41 =q141b+71141,0 <y < b,y

1 < b,

Jn—1-1 :qn71b +Tnf1)0 < Th—1 < b)
gn-1=0-b4+1,,0 <1, <b.

Substituindo cada equacado na que lhe antecede teremos

a = qob + 1o,
= (q]b+T1)b+To = q1b2+‘r1b+ro,
= (qre1b+T1) b2+ 1b+10 = q10b" T 41 b2 + b + 1o,

n—1-1

= (qn_1b+1n )b 4 Z Tb* = qn_1b" +Zrkb

n—1

=(0+1)b"+ ) meb* = Z T bk,
k=0 =

Esta é uma expressdo de a na forma prevista pelo enunciado. Suponhamos agora que existem
dois conjuntos ordenados de inteiros, {r;}i_; e {T{}{L , satisfazendo as condi¢ées do enunciado
para representar a. Ou seja, tais que

Z b =a= i AL

Note que

n m

Z b =a = Z bk,
k=0 k=0
n m
(Z rkbk_]> b+1o=a= (Z r{<bk_1> b+ 7.

k=1 k=1
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Sabemos entdo, do Teorema queto =1'0equey p_;mb* ! =3 " bk
Suponhamos, para inducdo, que T = 7,Vk € Z;0 < k < l. Queremos mostrar que entao
vale que 1141 = 1{, ;. Teremos que: Note que

n

Z bk = i T b5,
k=0 k=0
! L
i T b* + Z e = i T b* + Z bk,

k=1+1 k=0 k=1+1 k=0
n m
Z bR = Z T bN,
k=1+1 k=1+1
n m
( Z rkbk—l—1> il — ( Z _rl/<bk—l—1> piHT,
k=1+1 k=1+1
n m
Z bR = Z ok T
k=1+1 k=1+1
n m
( Z rkbk_1_1_1> b+r = ( Z Tl’(bk_l_1_1> b+1{1,
k=1+1+1 k=1+1+1
T =Tl (Teorema [124)
Logo, teremos que r; = 1/,V1i € Z, concluindo que a representagdo é, de fato, tnica. |

Notagio [Base Decimall]:

De agora em diante, representaremos, segundo a conveniéncia, inteiros na base decimal.
Usaremos os simbolos 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9 para representar os primeiros inteiros ndo-negativos
(cada simbolo denota o anterior acrescentadode 1,e.g.,3 =2+1e7 =44+1+14+1=4+3). Pelo
Teorema poderemos representar d := 9+ 1naformal-d+0,d*> =1-d?+0-d+0eassim
por diante. Utilizaremos uma notacdo posicional, i.e., emitiremos os d’s e escreveremos d = 10,
d? =100 e assim por diante, e.g., d> +3 - d +4 =134, d* +0d® 4+ 5d + 2d + 3 = 10523. (X

§11: Maximo Divisor Comum

Definigio 42 [Ideal de Z]:
Seja ] C Z ndo-vazio. Diremos que ] é um ideal de Z se satisfizer as seguintes condig¢des:

ig,be]=>a+be];
ii.ae],x€eZ=a-xe]. [ )

Definicdo 43 [Multiplo]:
Seja a um inteiro ndo-nulo. Diremos que um inteiro m é um muiltiplo de a se, e somente se,

existir um inteiro q talque m =a - q,i.e., se a | m. [ ]
Notagio:

Seja m € Z. Denotaremos o conjunto de todos os mdiltiplos inteiros de m por mZ =
{m-n,n e 7z} &
Proposigao 130:

Seja m € Z. Entdo mZ é um ideal de Z. O

S
Ideais sdo de-

finidos sobre
anéis. Defi-
nir de forma
mais geral
no capitulo
abstrato?
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Demonstragio:

Primeiramente, notemos que mZ # &. Afinal, m -0 € mZ.

Sejam mq, m,; € mZ. Entiom; = m-aem; = m-b,coma,b € Z. Logo, m;+m, = m-(a+b)
e, portanto, m; +m; € mZ.

Seja x € Z. Entdo m; - x = m - ax e, portanto, m; - x € mZ.

Logo, concluimos que mZ é um ideal de Z. |

Teorema 131:
Seja ] um ideal de Z. Entdo ou ] = {0} ou existe um tinicon € Z*_ tal que | = nZ. O

Demonstragio:

Se ] ={0}, o enunciado vale trivialmente. Consideremos entdo o caso em que J # {0}.

Se] #£{0},Jae],a=#0. E preciso que exista a0 menos um elemento positivo em J, afinal,
se a > 0, a afirmagdo é claramente verdadeira. Se a < 0, a Defini¢do 42| garante que —a € J,
e —a > 0. Logo, o conjunto ] := {a € J;a > 0} é um subconjunto nao vazio de Z. Por[P.16} S
admite minimo. Seja n = min J;. Clamo que ] =nZ.

Da Definicio 42} sabemos que nx € J,Vx € Z. Logo, nZ C J. Resta provar que | C nZ.

Seja m € J. Sabemos do Teorema que existem q e T, 0 < T < M, Gnicos tais que
m=gqn+1. Comon € J,qn € Jecomom € Jym—qn=r € J. Ser > 0,r € J.. Contudo,
T <n =min], o que impede que r € J,. Logo, r = 0 e, pela Proposicao n | m. Logo,
m=nq=m € nZ =] CnzZ. Assim concluimos que, de fato, ] = nZ.

A unicidade de n decorre do Corolario Se ny e n; forem tais que | = \Z = nyZ, ny
sera mdltiplo de n; e vice-versa. Logo, n; | n, e n, | ny, implicando que ny = n; (pois ambos
sdo positivos.) |

Definig¢io 44 [Divisor Comum]:
Sejam a,b € Z, ndo ambos nulos. Diremos que um inteiro ¢ é um divisor comum de a e b se,
e somente se, ¢ | a A c | b. Denotamos o conjunto de todos os divisores comuns de a e b por

D(a,b):={c€Z;c|aAc]|b} o
Proposigao 132:

Sejam a,b € Z, ndo ambos nulos. D(a,b) admite maximo. O
Demonstragio:

Primeiramente, notemos que D(a,b) # @, poisa-1=aq,Vae Z=1|a. Logo, 1 € D(a,b).
Seja ¢ € D(a,b). Entdo c | a. Pela Proposigao lc| < |lal = a. Logo, a é majorante de
D(a,b). Pelo Teorema D(a, b) admite maximo. |

Definicdo 45 [Méaximo Divisor Comum]:

Sejam a,b € Z, ndo ambos nulos. Diremos que maxD(a,b), i.e., 0 mdximo dos divisores
comuns de a e b, é o mdximo divisor comum de a e b. Além disso, utilizaremos a notagdo
mdc (a,b) = maxD(q,b). o

Teorema 133 [Teorema de Bézout]:
Sejam a,b € Z, ndo ambos nulos, e seja d = mdc(a,b). Entdo existem v,s € Z tais que
d =ar+bs. d

Demonstragio:

Considere o conjunto | := {ax+ by;x,y € Z}. ] é ndo-vazio e distinto de {0}, pois, sem
perda de generalidade, a = a-1+b -0 € J. Dados ax; + byj,ax; + by, € ], segue que
a(x1 +x2) +b(yr +y2) € J. Finalmente, se z € Z, a(zx1) + b(zy1) € J. Logo, ] é um ideal de Z.
Pelo Teorema [13T} existe d € Z* ;] = dZ. Clamo que d = mdc (a, b)

Como a € ], a = kd para algum k € Z. Logo, d | a. Por argumentagdo andloga temos que
d | b e, portanto, d € D(a,b). Considere agora algum d’ € D(a,b). Como d € J,d = ar + bs,
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com 1,5 € Z. Logo, vale pelo Corolario [11§ que d’ | d e, pela Proposigdo |d/] < |d] = d.
Concluimos que d = mdc (a, b). |

Lema 134:

Sejam a, b, c, d, e € Z, com aeb ndoambos nulos, c e d ndoambos nulosee # 0. Se(e|a/Ne|b) &
(el cAeld),entdo mdc(a,b) =mdc(c,d). O
Demonstragao:

Se(e|laNe|b)«< (elcAel|d) entdoe € D(a,b) < e € D(c,d). Logo, D(a,b) = D(c,d)
e, portanto,

mdc (a,b) =maxD(a,b) = maxD(c,d) = mdc (cd). |
Proposicao 135:

mdc (a,b) =mdc (b,a),V a,b € Z, nido ambos nulos. O
Demonstragio:

Note que,sed | aed|b, éclaroque d | b e d| ae vice-versa. Concluimos do Lemaque
mdc (a,b) = mdc (b, a). |
Proposicao 136:

mdc (mdc (a,b),c) = mdc (a,mdc(b,c)),Va,b,c € Z, com no mdximo um destes nulo. O
Demonstragio:

mdc (a,mdc (b,¢)) | a, mdc (a,mdc (b, ¢)) | mdc (b, c),
mdc (a,mdc (b,c)) | a, mdc(a,mdc(b,c))|b, mdc(a,mdc(b,c))]|c, (Proposigdo[l17.ii)
mdc (a, mdc (b, c)) | xa +yb + z¢,Vx,y,z € Z.. (Corolario[TT8)

Com isso em mente, note que
mdc (mdc (a,b),c) = x" -mdc (a,b) + zc = xa +yb + zc, (Teorema [133))
mdc (a,mdc (b, ¢)) | mdc (mdc (a,b),c). (primeira parte)

Por argumentagdo andloga, obter-se-4 que mdc (mdc (a,b),c) | mdc (a,mdc (b,c)). Logo,
vem do Corolério[TT6 que

mdc (mdc (a,b),c) = + mdc (a, mdc (b, c)),
mdc (mdc (a,b), c) = mdc (a,mdc (b, c)),
pois ambos sdo nimeros positivos. u
Proposigao 137:
Seja a € Z. Entdo mdc (a,1) = 1. O

Demonstragio:
Pelo Corolario é preciso que D(a, 1) C {—1,1}. Como —1 < 0 e 0o méximo divisor comum
é sempre positivo, temos que os candidatos a mdc (a, 1) sdo os elementos do conjunto {1}. Logo,

mdc (a,1) =1. |
Proposicao 138:

Seja a € Z*. Vale que mdc (a, a) =|al. O
Demonstragio:

Sabemos, de Proposigdo que a € D(a,a). E claro que |a| € D(a,a), pois, se a < 0,
ainda teremos que a = —1 - |al.
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Da Proposicado sabemos que |d| < |a|,Vd € D(a,a). E trivial constatar que —|d| <

lal,Vd € D(a, a), devido a Proposi¢ao[T00} Logo, maxD(a,a) = mdc (a, a) = |al. [ |
Proposicao 139:

Sejam a,b € Z,b # 0. E verdade que b | a < mdc (a,b) = |b]. O
Demonstragio:

Sabemos que |b| é divisor de b e, pelo Proposi¢do sabemos que |d| < |b|,Vd € D(b,b).
Seguird da Proposigéoque [b| | a e, comonenhum ntimero maior que |b| divide b, concluimos
que mdc (a,b) = [b].

Se mdc (a,b) = [bl, [b| | a. Pela Proposicdo(122} b | a. [ ]
Proposicao 140:
Sejam a,b € Z, ndo ambos nulos. mdc (a,b) = mdc(—a,b) = mdc(a,—b) = mdc (—a,—b).
O
Demonstragio:

Segue da Proposicéo[122]que
D(a)b) = D(_a)b) = D(Cl, _b) = D(—Cl, _b))
max D(a,b) = maxD(—a,b) = maxD(a,—b) = maxD(—a,—b),
mdc (a,b) = mdc (—a,b) = mdc (a,—b) = mdc (—a,—b). [ |

Teorema 141:
Sejam a,b € Z, ndo ambos nulos. Um inteiro positivo d é o mdximo divisor comum de a e b se, e
somente se, verificar as seguintes condigoes:

i. dlaAd]b;
ii. (claAc|b)=c]|d O

Demonstragio:

= seja d = mdc (a,b). A primeira condigdo é trivialmente verificada. A segunda condicédo
decorre do Teorema[I33]e do Corolario[118]

<: se valer a primeira condigdo, entdo d € D(a,b). Se valer a segunda, teremos, pela
Proposicao que |c| < d,Vc € D(a,b) (usamos o fato de que d é positivo por hipétese).
Logo, valerd que d = max D(a,b) =mdc(a,b). |

Proposicao 142:
Sejam a,b € Z, nido ambos nulos, e seja ¢ € Z*. Entdo valem as seguintes propriedades:

i. mdc (ac,bc) = mdc(a,b) - |c|;
ii. (claAc|b)=mdc(a/c,b/c)=mdc(a,b)/|c| O

Demonstragio:
Faremos a demonstragéo item a item. Usaremos a nota¢do d = mdc (a, b).

i. Sabemos, do Teorema qued|a/Ad|b. Pela Proposigéo d|c| | ac A dc| | be.

Pelo Teorema d =ra+sb, parar,s € Z. Logo, dlc| = r(alc|) + s(blc|). Logo, segue do
Corolario[TT8que (e | ac Ae| bc) = e | dlc|. Pelo Teorema[T41} dlc| = mdc (ac, be).

ii. Do Corolério[TT9sabemos que vale que
¢ b-
mdc (a,b) = mdc <ac’ C),

ab S
-, > <cl. (primeira parte)
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E simples perceber que c| | mdc (a,b) e, portanto podemos tomar o quociente. Fazendo
isso, obteremos, usando o Coroléario novamente, que

mdc E,E = 7mdc(a,b). [ |
c'c Ic|
Teorema 143 [Teorema de Euclides]:
Sejam a,b,c € Z,a # 0, tais que a | bc. Se mdc (a,b) =1, entdo a | c. |
Demonstragao:

Suponha que c =0. Entdoc=0-aea/c.
Consideremos a seguir o caso em que ¢ # 0. Como mdc (a,b) = 1, a Proposi¢ao[142]implica
que mdc (ac, be) = [c|. A Proposigao[142|ainda garante que

a. a
mdc (acf,bcf) =Icl,
a’ a

Escélio:

Podemos fazer outra demonstragéo para o Teorema[T43|usando o Teorema

Sabemos do Teorema que 1 = mdc(a,b) = ar+ bs, com 1,s € Z. Logo, para estes 1,s,
tem-se que

(ar+bs)c=c,
arc + bsc =c.

Como a | a, pela Proposigdo e a | be por hipétese, o Corolario[118nos permite concluir que
a| (arc + bsc) e, portanto, a | c. &

Definicdo 46 [Relativamente Primos]:
Sejam a,b € Z, ndo ambos nulos. Diremos que a e b sdo relativamente primos, ou primos entre
si, se, e somente se, mdc (a,b) = 1. '

Proposicao 144:

Sejam a,b € Z, ndo ambos nulos, com mdc (a,b) = d. Se, para um inteiro c, a | c A'b | c, entdo
(ab/d) | c. O
Demonstragio:

Sejam a = a’d e b = b’d. Entdo mdc(a’,b’) = mdc(a/d,b/d) = d/d = 1, pela Proposi-
géo Segue portanto que ¢ = a’dq, para algum inteiro q e, portanto, b’d | a’dq. Usando a

Proposicao([120]e o Teorema[143] b’ | g.

Ter-se-a entdo que q = b’r. Substituindo na expressdo para c, isto indica que ¢ = a’db'r =

ab’r. Pelo Corolario teremos que ¢ = (abr)/d e, portanto, vale que (ab)/d | c. |
Proposicao 145:

Sejam a,b,c € Z,a # 0, com b e c ndo mutuamente nulos. Se a for divisor de b e b e ¢ forem
relativamente primos, entdo a e ¢ também sdo relativamente primos. O
Demonstragio:

Como a é divisor de b, sabemos que existe um inteiro q tal que b = aq. Seja mdc (a,c) = d.
Entdo temos que a = a’dec =c’d, com, s € Z. Logo, teremos que

mdc (b, c) = mdc (aq,c),
=mdc(a’dq,c’d),
=mdc(a’q,c’) - d, (Proposigao[142)
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Logo, d | mdc (b, c). Pela Proposicdo d < mdc (b, c) e, como tanto a quanto c sdo divisiveis

por 1, temos que 1 < d < 1. Logo, mdc (a,c) = 1. |
Proposicao 146:

Sejam a,b,c € Z tais que a e ¢ ndo sejam ambos nulos e b e ¢ ndo sejam ambos nulos. Vale que
mdc (a,c) =mdc(b,¢) =1 < mdc(ab,c) =1. O
Demonstragio:

«: sejamdc(a,c) =d. Valequed | aed|c. Pela Proposigéo d| ab. Logo, d € D(ab,c).
Como 1 = mdc (ab, c) = maxD(ab, c), conclui-se que d < 1. Como 1 é divisor de todo ntimero
inteiro, 1 < d < 1, e concluimos que mdc (a,c) = 1. Por argumentacdo analoga obter-se-a que
mdc (b,c) = 1.

= sejamdc (ab,c) = d. Pelo Teoremasabemos que 1 = mdc (a,c) = ar+sc, para certos
inteiros 7, s. Daf segue que abr + sbc = b. Como sabemos que d | ab e d | ¢, podemos concluir
do Corolério[TT§ que d | b. Logo, sabemos que d | b e d | ¢, o que significa que d € D(b,c).
ComomaxD(b,c) =mdc (b, c) = 1e1divide todo inteiro (e portanto divide ab e c¢), concluimos

que 1 < d< 1e portanto,d = 1. [ |
Proposicao 147:

Sejam a € Z,n € Z*% e d = mdc (a,a+n). Entdo d | n. O
Demonstragio:

Sabemos que d | a e que d | a + n. Logo, existem inteiros g, tais que a = qd e a + n = rd.
Substituindo a primeira equagdo na segunda, temos que qd +n = rd. Logo,n =d(r—q) e,

portanto, d | n. [ |
Lema 148:

Seja a € Z*. mdc (a,0) =|al. O
Demonstragio:

Sabemos que todo inteiro divide 0. Logo, mdc a, 0 nada mais é do que o maior divisor de a.
Pela Proposigéo sabemos que todos os divisores de a sdo menores ou iguais a |al, e sabemos
que este divide a. Logo, mdc (a, 0) = |al. |

Lema 149 [Algoritmo de Euclides]:
Sejam a,b € Z,b # 0 e sejam q e v o quociente e o resto, respectivamente, da divisdo de a por b.
Entdo valerd que D(a,b) = D(b, ) e, consequentemente, que mdc (a,b) = mdc (b, r). O

Demonstragio:

Sabemos que a = gqb + r. Logo, pelo Corolario d | a,Vd € D(b,r) e, portanto,
D(b,r) € D(a,b). Além disso, podemos escrever r = a — qb e, também pelo Corolario m
d|mVd € D(a,b), implicando que D(a,b) C D(b,r). Segue do Lemaque mdc (a,b) =
mdc (b, ). [ ]

Escélio:

Perceba que, escolhendo os niimeros a e b de forma que a > b, i.e., 0 primeiro argumento de
mdc seja maior ou igual ao segundo, o Lema fornece um algoritmo para o célculo recursivo
de méximos divisores comuns. Afinal, ter-se-4 que

a= qOb +To, To < |b‘)
b=qiro+ 11, 1 < 7o,
To = (271 + T2, T2 < Ty,
Ty =(q3r2+ 713, T3 < T2,
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Eventualmente, atingir-se-a r, = 0 e, pelo Lema concluir-se-a que
mdc (a,b) =mdc (rn_1,0) =T 1.

Além disso, o Lema permite determinar inteiros r,s que satisfagam as condigoes do
Teorema Usando i da mesma forma como feito nas equagdes anteriores, perceba que

To = qOb_a)
T =q1qob—qia—b,
T2 = q2q1qob—(qz291a—q2b—qob + q,

Continuando este processo até atingir r,,_7, teremos uma expressao para mdc (a, b) em termos
de mdltiplos de a e b. &

§12: Minimo Muiltiplo Comum

Defini¢ao 47 [Multiplo Comum]:

Sejam a,b € Z*. Diremos que um inteiro ¢ é um miiltiplo comum de a e b se, e somente se,
a|c/ADb|c. Denotaremos o conjunto de todos os multiplos comuns de a e b por M(a,b) =
{c €Z;a|c/Ab|c}. Indicaremos por o conjunto de todos os multiplos comuns positivos de a e

b por M"(a,b) :={m € M(a,b); m > 0} )
Proposicao 150:

Sejam a,b € Z*. M*(a, b) admite minimo. O
Demonstragio:

E claro que M*(a,b) C Z*. Além disso, é simples constatar que ¢ um conjunto nao-vazio.
Afinal, [ab] € M (a, b). Logo, por 32 M (a,b) admite maximo. [ |

Defini¢ao 48 [Minimo Multiplo Comum]:

Sejam a, b € Z*. Diremos que min M*(a, b), i.e., 0 minimo dos mdltiplos comuns positivos
de a e b, é o minimo miiltiplo comum de a e b. Além disso, utilizaremos a notagdo mmc (a,b) =
min M*(a, b). ®

Lema 151:
Sejam a,b € Z*. Entdo mmc (a,b) | m,¥Vm € M(a,b). O
Demonstragio:

Como mmc (a,b) € M(a,b), é claro que M(a, b) é ndo-vazio.

Considere my, m, € M(a,b). Entdo é claro que (a | my Ab|my)A(a|m2 Ab|my). Logo,
concluimos da Proposicdo que (a|m;+m; Ab|my +my). Logo, m; + m, € M(a,b).
Além disso, concluimos também da Proposicdo que (a|xmy; Ab|xmy),Vx € Z. Logo,
xmj € M(a,b). Demonstramos desta forma que M(a, b) é um ideal.

Comommc (a,b) = minM*(a,b), segue do Teoremaque M(a,b) = mmc (a,b)Z. Logo,
todo multiplo comum de a e b é divisivel pelo minimo multiplo comum de a e b. n

Teorema 152:
Sejam a,b € Z* e seja m € Z* . Vale que m = mmc (a, b) se, e somente se, valerem as seguintes
propriedades:

i almb|m;
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ii. (alcAble)=m|c. O

Demonstragio:

A ida decorre trivialmente da Defini¢do 48|e do Lema Para a volta, suponha que um
inteiro positivo m satisfaz as propriedades enunciadas. Como a [ meb | m, m € M*(a,b).
Como m | ¢,Vc € M(a,b), segue da Proposigéoque m < |c[,Yc € M(a,b). Logo, m =
min M* (a, b) e, portanto, m = mmc (a, b). |

Teorema 153:
Sejam a,b € Z*. Sejam m = mmc (a,b) e d = mdc (a,b). Vale que md = |ab|. O

Demonstragio:
Seja x € Z o ndamero inteiro definido por

. lab
_labl

Como d|aed]|Db, sabemos que x = |al([bl/d) = |bl(lal/d). Logo, a | x e b | x. Isso significa que
podemos escrever |a| = d(x/[b]).

Como d|aed]|b, podemos escrever a = a’deb = b’d. Seja c € M(a,b). Entdo podemos
escrever ¢ = a(, para algum q inteiro e, por consequéncia, ¢ = a’dq. Sabemos também que
b’d = b | c e, pela Proposicao sabemos que mdc (a’,b’) = 1. Logo, pelo Teorema [143]
sabemos que b’d | a’dq = b’ | q e, portanto, podemos escrever q = b’r. Substituindo na
expressdo original de c, temos que

c=|a’|ld[b’r' =]ab’}r' = (labl/d)r’ = xr'.

Logo, x | c e, pelo Teorema x = mmc (a,b). Acima, definimos implicitamente r’ como o
inteiro que satisfaz |a’|[b’[r’ = abr. [ ]

Proposicao 154:
Sejam a,b € Z*. Vale que mmc (a,b) = mdc(a,b) < |a| = [bl.

O

Demonstragio:

= suponhamos que mmc (a,b) = mdc (a,b). Segue da Proposicao que mdc (a,b) <
la] < mmc (a,b). No entanto, como mmc (a,b) = mdc (a,b), isso implicard que mdc (a,b) =
mmc (a,b) = |a]. Com argumentagdo analoga, obtém-se que mdc (a,b) = mmc (a,b) = [b| e,
portanto, |a| = [bl.

<: se |a| = |b|, é claro, pela Proposigao e pela Proposicao que mdc (a,b) = |al.

Além disso, é evidente que |a] = |a] - 1 = [b| € MT(a,b) e este hd de ser o menor multiplo
comum positivo dos dois. Afinal, pela Proposicao[114]vale que [a| < m,¥Vm € M*(a,b). Logo,
la| = mmc (a, b) e, portanto, mdc (a, b) = mmc (a, b). [ |
Proposigao 155:

Sejam a,b € Z*. mmcka, kb = [k|mmc (a,b),Vk € Z*. O
Demonstragio:

Pelo Teorema 153|vale que

mmc (ka, kb) mdc (ka, kb) = [kakb|,

mmc (ka, kb) mdc (a, b)|k| = |k||akb], (Proposigéao|(142)
|abl
ka,kb) = k| ——=
mme (ka,kb) = K3 0,
mmc (ka, kb) = |k|mmc (a, b). (Teorema |[153))
Isto conclui a demonstragao. |
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Proposicao 156:
Sejam a,b € Z*. mmc (a/k,b/k) = mmca,b/[k|,Vk € D(a,b). O

Demonstragio:
Pelo Teorema [153]vale que

mm b mdc (2 by _|aeb
<(ow)mde (%) = ex)
a b\mdc(a,b) |qa]|b] -

mmc <k k> T = W (Proposicao[142)

. ___la

|klmdc (a, b) mdc (a,b)’

mmc ( ) = mm(|:k|a ,b) (Teorema [153)
Isto conclui a demonstragao. |

§13: Numeros Primos

Defini¢ido 49 [Numero Primo]:

Seja p € Z. Diremos que p € primo se, e somente se, tiver exatamente dois divisores positivos:
1 elpl. Sejac € Z* \ {—1,1}. Se c for ndo-primo, diremos que ¢ é um ndmero composto. Além
disso, diremos que um inteiro b tal que b | c e 1 < |b| < [c| é um divisor préprio de c. '

Proposicao 157:
Seja p um niimero primo e sejam a,b € Z. Vale que:

i pta=mdc(p,a)=1;
ii. plab= (plaVp]|b). O

Demonstragio:
Faremos a demonstragdo item a item.

i. sabemos que os tinicos divisores positivos de p sdo 1 e [p|. Como p 1 a, [p| t a e, portanto,
o Unico divisor positivo de p que divide a é 1. Logo, ndo ha outra op¢do que ndo
mdc (p,a) =1.

ii. sep | a, a demonstragdo se encerra. Se ndo, o primeiro trecho garante que mdc (p,a) =1
e, pelo Teorema vale que p | b. |

Notagdo [Produtério]:

A notagdo de produtério expressa multiplicagdes consecutivas que dependem de um indice
de forma compacta. O indice que estd sob o pi maitisculo expressa qual é o indice sobre o qual
se dd a multiplicagdo e o seu valor inicial. O indice que estd sobre o pi maitisculo denota quando
a multiplicagdo para. O indice, pressuposto natural, varia sempre sob a adigdo de uma unidade.

Por exemplo, podemos escrever as expressdes abaixo:

ﬁk n—1)-n

k=1

HTi—Fk:(T‘]+k)-(T‘1+1+k)-~-(1‘m,1+k)'(1‘m+k). *
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Corolério 158:
Se um niimero primo p divide um produto ay -- - an, entdo p | ax, para algum k tal que 1 < k <
mn. O

Demonstragio:

Pela Proposigao[157] sabemos que a tese vale para o cason = 2. Para demonstrar por indugao,
suponhamos que valha para um inteiro positivo n. Queremos provar que entdo ela ha de valer
paran+ 1.

Sep|ai- - an-ant1, podemos escreverp | (aj --- an) - any1. Pela Proposigéo sabemos
entdoqueoup | antioup|(as---an). Sevaler a primeira condigdo, vale a tese. Se ndo, segue
da hipétese de indugdo que p | ax, para algum k tal que 1 < k < n. Logo, também vale a tese.

Pelo Coroléario o enunciado se sustenta para todo cason > 2. Comoocason =16
trivialmente verdadeiro, vale para todo cason > 1. [ |

Teorema 159:
Sejap € Z* \{—1,1}. p é primo se, e somente se,p| ab = (p|aVp|b),Va,b e Z O

Demonstragio:

= provado na Proposigéo

<«: suponhamos, por absurdo, que p satisfaca a condicdo, mas seja composto. Entdo podemos
escrever |p| = qr para certos inteiros g, T que sdo divisores préprios de p, i.e., 1 < q,7 < [pl. E
claro que p | qr. Contudo, devido a Proposicao vemos que p { q e p 1 1, contrariando a

hipétese de que p satisfaz as condi¢des do enunciado. Logo, p ha de ser primo. u
Lema 160:

Todo niimero inteiro a que satisfaga a > 1 pode ser escrito como produto de niimeros primos. O
Demonstragio:

Como 2 é primo, sabemos que o enunciado se sustenta para o caso a = 2. Suponhamos que
ele se sustente para todo caso 2 < a < 1 e provemos que, entdo, ele ha de se sustentar para o
cason + 1.

Se n + 1 for primo, o produto é trivial e a tese se sustenta. Consideremos entdo o caso
em que n + 1 é composto. Por hipétese, n + 1 = qr para certos inteiros q e r satisfazendo
1 <qg,r<n+1,ie, qersdo divisores proprios de n + 1. Pela Proposicido sabemos que
2 < q,7 < n. Assim, a hipétese de indugédo nos fornece que tanto q quanto r podem ser escritos
como produtos de nimeros primos e, por consequéncia, seu produto, qr = a, também pode.

Logo, pelo Corolério|110|a tese se sustenta para todo inteiro positivo a > 1. u
Defini¢ao 50 [Decomposicdo em Fatores Primos]:

Seja a > Tuminteiroesejap; ---pn = a,comp;,i = 1,...,n, nmeros primos. Diremos que
P1 - - Pn € uma decomposicdo em fatores primos de a e diremos que n, i.e., o nimero de elementos
usados na decomposicao, é o comprimento da decomposigio. [ )

Teorema 161:
Seja a > 1 um inteiro. Entdo existem primos pi,i=1,...,n, taisquea =p1---pnepr < -+ <
Pn, sendo que esta decomposicio é tinica. O

Demonstragio:

A existéncia de tal decomposicdo é garantida pelo Lema Provaremos entdo a unicidade
usando indugédo sobre o comprimento da decomposicao.

Seja a um inteiro que admita uma decomposi¢do da forma a = p;, com p; primo. Seja
g1 ---qqn outra decomposi(;éo de a. Entdo temos que a = py; = g1 --- qn. Logo, q1 | p1. Como
tanto q; quanto p; sdo primos, ambos sdo diferentes de 1 e ndo admitem divisores préprios.
Logo, conclui-se que q; = p; e teremos que 1 = ¢ - - qn. Como nenhum dos q; pode ser 1,
pois todos sdo primos, é preciso que n = 1. Caso contrério, q; - - - qn, seria da forma ab =1 com
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a,b > 1, o que é absurdo. Logo, concluimos que a = p; = q; e, portanto, a decomposigdo é
tnica se for possivel decompor o inteiro de forma que o comprimento da decomposicao seja 1.

Suponhamos que a tese valha para inteiros que admitem decomposi¢des de comprimento
k > 1. Queremos provar que, nesse caso, ela também vale para decomposi¢des de comprimento
k+1.

Seja @ = p1-+ Prr1 = Q1 Qn, com p; < -+ < Prgr € q1 < -+ < quy1. E claro que
q1 | p1---Pk+1. Logo, pelo Corolério p1 | gy, paraalgum 1 < i< k+ 1. Como os qg; estdo
ordenados, isso implica que p1 > ¢;. Com raciocinio andlogo obtém-se que q; > p; e, portanto,
qi1 =p1.

Temos entdo que p; - - - px+1 = g2 - - - qn. Como a primeira decomposigdo tem comprimento
k, a hip6tese de indugdo garante a unicidade, fornecendo quen =kep; = qi,1 <i < k+ 1.
Logo, pelo Corolario a tese vale para todo inteiro maior que 1. |

Notagio:
A fungdo sign recebe um ndmero inteiro e retorna +1, —1 ou 0 a depender do ntiimero ser
positivo, negativo ou nulo. A rigor, sua defini¢do é

) I%:L“,sea;«éo
sigha =
0,sea=0

Usaremos essa notagao no Teorema [T62 &

Teorema 162 [Teorema Fundamental da Aritmética]:

Seja a € Z* \{—1,1}. Entdo existem primos positivos p1 < --- < py e inteiros ni, ..., N, tais que
a =sign(a)-p}"' - pir. Ademais, esta decomposicio é tinica. O
Demonstragio:

Sabemos, do Teorema[T61|que

m
lal=]]pi, p1 <+ < pm,
i=1

onde os p; sdo primos e esta decomposicdo € tiinica. Logo, podemos escrever
m
a=signa-][pi, p1 <+ < pm.
i=1
Podemos juntar os p; iguais em poténcias de forma a obter que
T
a:signa~Hp?‘, p1 < <P
i=1
Assim concluimos a demonstragéo. |

Corolario 163:
Sejam a,b € Z* \{—1,1}. Entdo existem primos positivos p1 < --- < py e inteiros nio negativos
Ty ey gy M, ..., Ty HAIS que

t
a:signa~Hp{“,

i=1
t
. m;
b =signb - 1_[]3i Y
i=1
sendo que 0s N e 0s my podem ser nulos, se necessdrio. O
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Demonstragio:

Sejampj < pa < - -+ < py ntimeros primos positivos. Sejam I, ] C {i}i_; esejamny, ..., n¢, my, ...

tais que as decomposigdes

a =signa- Hp’fi,
i€l
b =signb - Hp{nj,
je]
sejam as descritas no Teorema E claro que, se k € I° = {i}{_, \ I, ainda valeré que
a= signa ’ pg ’ Hp?i)
i€l
dado que z° = 1,Vz € Z. Fazendo isso para todo k € I° e definindo ny = 0,Vk € I°, teremos
que
t
a =signa- Hpi”".
i=1

Analogamente, obtemos para b que

t
b =signb - Hp{“‘,
i=1

o que conclui a demonstracdo. Observe que se I = @ ou ] = @ a prova tornar-se-ia trivial. W

Lema 164:
Sejam p1 < - -+ < p primos positivos. Sejam

t t
a:signa-Hp{“‘,b =signb - I_Ipl“i €Z,

i=1 i=1

comalbeny,...,ng,my,...,my € Z,. Entdo vale que c = b/a pode ser escrito na forma
t
c:signc-Hpi‘. O
i=1
Demonstragio:

Suponha que na decomposigdo de c exista um certo primo positivo s. Entdo é claro que
b = s - ak, onde k é o quociente da divisdao de c por s. Pelo Teorema teremos que s
necessariamente aparece na decomposicdo de b em fatores primos. Como isso ha de valer para
todos os numeros que aparecem na decomposigao de ¢, do Corolério[T63|segue a tese. |

Lema 165:
Sejam p1 < - -+ < py primos positivos. Sejam

t t
a=]]pito=]pm ez,
i=1 i=1

~ . -t
ondeny,..., My, My,..., Mt € Zy. Entdo vale que b | a se, e somente se, miy < ny, Vie {i}j_;. O
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Demonstragio:
=: suponhamos que b | a. Entdo existe um inteiro c tal que a = bc e, pelo Lema
podemos escrever ¢ = [ [{_; p{'*. Logo, ter-se-a que

t
Hp“‘ —HPI“‘ ~Hpi“,

= Hpm e (Proposigao[T12)
ny=m+qi, Vi€ {i};‘=1 . (Teorema [162))

Como os q; sdo ndo-negativos, segue que m; < ni, Vi € {i}i_,
<«: tome 11 :=n; — m;. Entdo seguira que

1_‘[pn1 _ Hpm JrqI
= Hpgw .Hpgi, (Proposigao[T12)
i=1 . i=1
=b- Hpi g
i=1

o.bla. [ |

Teorema 166:
Sejam p1 < - -+ < Py primos positivos. Sejam

a= Hp‘jl,b Hpm‘ €z,

ondeny,...,Ng, My,..., My € Zy. Vale que
d =mdc(a,b Hp o =minng, my, Vi€ {i}_,,
m = mmc (q, le ,[51_maxnl,ml,VIG{l}1 1 O
i=1
Demonstragio:

Do Lemasabemos que(d|aAd|b)eque(c|aNc|b)=c|d Logo,pelo Teorema
vale que d = mdc (a, b).

Analogamente, do Lema sabemos que (a|mAb|[m) e que (a|nAb|n) = n | m
Logo, pelo Teorema [152) vale que m = mmc (a, b). |

Escélio:
Note que o Teorema nos permite obter outra defini¢do para o maximo divisor comum e
para o minimo multiplo comum, visto que estes sdo invariantes pelo sinal dos seus argumentos

(Proposigao|[T40|e Teorema [153). &

Definic¢ao 51 [Progressdo Geométrica]:
Se uma sequéncia de inteiros for tal que ai+1 = a; - 1, para algum r # 1 inteiro, diremos que
tal sequéncia é uma progressio geométrica (abreviada como PG) de raz&o r. A
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Lema 167 [Soma de Progressdes Geométricas Finitas]:
Vale que a soma dos n. primeiros termos de uma PG de razdo v com valor inicial ay, Sy, é dada por

™ —1

Sn = .
-

O

Demonstragio:
Primeiramente, note que

Além disso,

— § i—1
=a - T )

Logo, teremos que
Sa(r=1)=a; (*r™=1).

Percebaquer™—1=(r—1) (Z?:_()] T‘i) e, portanto, r—1 | ™ —1. Logo, podemos finalmente
escrever que
rm—1

r—1"°

Sh=ay
Assim concluimos a prova. u

Proposigao 168:
Seja a € Z%_,a > 1, com sua decomposicio

t
a—l |pi‘
i=1

nas condigdes do Teorema Entio o niimero de divisores positivos de a, n.(a), e a soma desses divisores,
s(a), sdo dados respectivamente pelas seguintes identidades:

t

n(a)=[[mi+1),

i=1
mi+1

t
P: —1
- L B 0
s(a) E —
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Demonstragio:

Devido ao Lema sabemos que todos os divisores de a sdo da forma d = []i_; pi;0 <
L < my,1 <1<t Além disso, todos os nimeros dessa forma dividem a. Logo, vale que os
divisores de a sdo exatamente os termos do desenvolvimento do produto dado por

t mi .
s=TT(2v¥

i=1 \j=0
Como cada termo do produtério é uma soma de m; + 1 fatores, com 1 < i < t, teremos que o
numero de divisores de a é dado por

t

n(a) =[] mi+1).

i=1

Ao somar todos os divisores de a, é claro que obteremos S. Logo, S = s(a). Sabemos, pelo
. my +1 o

Lema que 3 Mo pl = %, Vie {i}j.;. Logo, concluimos que

Pi
n mi+1
N !
s(a) = ]} I

encerrando a demonstracgao. |
Proposicao 169:

Sejam . € Z e q um primo. Entdo podemos escrever n na forma n = q*m, com k € Z, e
mezZ;qtm. O
Demonstragio:

Sabemos, do Corolario quen =signn-[[;_; pi* comp; < --- < p; primos positivos e
m; > 0,1 <i<t Seq € {pi}i_;, teremos que q = px para algum 1 < k < t. Logo, teremos que

t
n =signn- I Ip’.l“‘,
i=1

=pp* -signn- | | pi,
1<i<t
£k

— Mk | : . my

=q signn- [T »f
1<igt
i#k

Se q ¢ {pi}{_;, basta fazermos n = q° - n. .

Omite-se aqui o trecho sobre o Crivo de Eratéstenes por depender do conceito de raiz
quadrada, que ainda ndo foi adequadamente formalizado no anel dos inteiros.

Notagio:
Doravante, denotaremos o conjunto dos ntimeros primos por P. &

Teorema 170:
O conjunto dos niimeros primos é infinito. d

Demonstragio:
Suponha que P seja finito. Entdo P = {pi}i_,, para algum n € Z,. Considere o nimero
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dado por g = []i~; pi + 1. Pelo Teorema sabemos que, se q for composto, Ipx € P;pk | q.
Contudo, é claro que px | [[iL; pi- Logo, do Corolario temos que px | 1 =[]\ pi—q,
o que contradiz o Corolario Logo, q ndo pode ser composto e, portanto é primo. Mas
q ¢ P, contradizendo a hipétese inicial de que o conjunto dos nimeros primos € finito. Logo,
por absurdo, P é infinito. |

Definic¢io 52 [Fatoriais]:
Sejan € Z, . Definimos o fatorial de n por

i 0l:=1;

ii. m+N:=Mmn+1) -n.

)
Proposicao 171:
Sejan € 7 . Entdo é possivel determinar n inteiros compostos consectivos. g
Demonstragio:

Fixado n, perceba que o conjunto {(n + 1)! + i)}’ é formado por nimeros compostos con-

secutivos, visto que todo nimero da forma a,, = (n+1)!+m,2 < m < n+ 1 pode ser escrito
como

am = H k+m

1<k<n+1
=m- H k+m
1<k<n+1
k#m
1<k<n+1
k#m

Logo, m | am e,como 1 # m # a, Ay € composto. Como existem n ntimeros a,, consecutivos,
encontramos n nameros compostos consecutivos. n

Corolario 172:
Sejan € Z.. Entdo existem primos consecutivos pn € pn1 satisfazendo pny1 —pn = 1. O

Demonstragio:

Considere o conjunto & = {p € P;p < (n+1)! + 2}. Pelo Teorema sabemos que existe
pr = max . Eclaroentdo que py, < (n+ 1)!+1. Sabemos, da demonstracio da Proposigéo
que todos os ntimeros de (n+1)! +2 a (n+1)! + (n+ 1) sdo compostos e, portanto, pn1 >
(m+ 1)+ (n+ 1). Tomando a diferenga das desigualdades, conclui-se que pr41 —pn >n. B

§14: Bindmios

Lema 173:

Sejam m,m € Z,n > 1. Vale quen! | [[x_; m+Xk, i.e., o fatorial de n divide o produto de n inteiros
consecutivos. O
Demonstragio:

Faremos a demonstracdo por indugédo sobre n. Para n = 1, tem-se um caso trivial, visto que
todo inteiro a pode ser escrito como a =1 - a e, portanto, 1 | a.
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Suponhamos que o enunciado valha para um inteiro positivo n. Queremos provar que

Vale para n + 1. Faremos esta demonstracdo por indugdo sobre m. Se m = 0, teremos que
= [Tk ke Multlphcando ambos os lados por (n+ 1), temos que (n+1)! = [[7/ ke
n+1

portanto, n+DHTTZ

Suponhamos agora que, para um dado m € Z, o enunciado ser verdadeiro para n implica
em sua veracidade para n + 1. Mostraremos que, sob estas condi¢des, a implicagdo também vale
param+ 1.

n+1

Hm+1+k=(m+1+n+1)-Hm+1+k,

k=1
=(m+1)- (Hm+1+k> n+1) (Hm+1+k>

k=1
n+1
=(m+1) (Hm+k> +(n+1) <Hm+1+k>
k=1
n+1 n
<Hm—|—k> +(m+1) <Hm+1+k),
k=1
=Mn+N-q+Mn+1) (Hm+1+k>, (hip. ind. sobre m)
k=1
=Mm+N-qgq+n+1)-(p-nl), (hip. ind. sobre n)

=n+0-qg+Mn+1!-p,
=m+D!(q+p).

Acima, p, q € Z*. Concluimos desse desenvolvimento que (n + 1)! | [[i m+ 1+ ke, pelo
Corolario sabemos que

n+1
n'IHm+k:>(n+1 |Hm+kaeZ+
k=1 k=1

Logo, pelo mesmo Corolério, concluimos que a tese é verdadeira para todon € Z*.

Por uma argumentacdo anéloga, obtém-se que se, para um dado m € Z, o enunciado ser
verdadeiro para n implica em sua veracidade para n + 1, a implicagdo também vale para m — 1.

Note que, pelo Teorema |76} teremos que o enunciado precisa ser valido para todo m € Z.
Caso contrario, o conjunto dos m que nado satisfazem a propriedade seria majorado pelo 0 e,
pelo Teorema 96} teria um maximo. No entanto, acabamos que provar que, como a propriedade
é valida para o inteiro que sucede o méximo, ela precisa ser vélida para o maximo, que portanto
ndo estd no conjunto de que é maximo. Por absurdo, conclui-se que o enunciado é, de fato,

valido para todo inteiro m e todo inteiro positivo n. |
Proposicao 174:

Sejam n,k € Z,k < n. Entdo vale que k! (n —k)! [ nl. O
Demonstragio:

Sabemos, do Lema que (n—Xk)! | [T{Lyiq . Logo, segue de Proposicéo que
k' (n—Kk)![ k! [T . Le portanto, k! (n —k)! [ nl. |

Defini¢ado 53 [Numeros Combinatérios]:
Sejam n, k € Z,k < n. Seja A um conjunto tal que |A| = n. Denotaremos o ntimeros de
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subconjuntos de A com k elementos por () e leremos combinagdes de n elementos tomados k a k,
ou ainda 1 escolhe k. Trataremos estes ntimeros como inteirod] o

Proposicao 175 [Férmula de Stieffel]:
Sejamn,k € Z* ,1 < k < n — 1. Entdo vale a seguinte identidade:

n—1 n—1 n
()= (D)= () :
Demonstragao:

Seja A um conjunto tal que |A| = n. Entdo existem (L‘) conjuntos B; C A tais que |B;i| = k.

Seja a € A. O ntimero de subconjuntos de A com cardinalidade k que incluem a é dado
por (Ej ). Afinal, o problema é equivalente a obter o niimero de subconjuntos de A \ {a} com
cardinalidade k —1 e entdo unir cada um destes subconjuntos a {a}. Perceba ainda que o namero
de subconjuntos de A com cardinalidade k que ndo incluem a é dado por (“;1 ), pois o problema
nada mais é do que obter o nimero de subconjuntos de A \ {a} com cardinalidade k.

Visto que (}}) precisa ser o nimero de subconjuntos de A com cardinalidade k que incluem
a somado ao nimero de subconjuntos de A com cardinalidade k que nédo o fazem, conclui-se

que, de fato,
n—1 n—1 n
()= (") =) .

Notagio:

Seja A um conjunto. Denotaremos o conjunto das partes de A, i.e., o conjunto dos subcon-
juntos de A, por P (A). &
Proposicao 176:

Sejam n,k € Z,,k < n. Entdo vale a sequinte identidade:

n n!
=—. O
(k> k! (n—k)!
Demonstragio:
Primeiramente, para n = 0, teremos que se um conjunto A for tal que |A| = n, entdo

A = @. Logo, é claro que o tnico subconjunto de A serd o préprio @, que tem cardinalidade
0. Logo, (8) = 1 e é elementar constatar que ndo hd outros valores possiveis para k, visto que
0!

0<k<n=0. Comom:%:l,valeatese.

Paran = 1, temos que |A| = n = P(A) = {@,A}. Como |@| = 0 e |A| = 1, é claro que
((])) = G) = 1e, visto que 1%, = oa; = 1, vale a tese.

Suponhamos agora que a tese seja verdadeira Vk € Z3,k < n, onde n € Z* é dado. Note

10 autor esfor¢ou-se para obter uma maneira de deduzir que os ntimeros combinatérios precisam ser inteiros, mas
ndo a encontrou. Para poder operar com estes niimeros, parece ser necessério saber como se comportam e isso s6 se
mostra possivel assumindo de anteméao que eles pertencem a uma dlgebra universal (para defini¢ao de dlgebra universal,
ver [1]]) especifica. No caso, escolheu-se os inteiros, e ndo os naturais, por mera conveniéncia.
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que, pela Proposi¢ao

(") =) 6

n! n! . . -
= k=) —k+ 1 + K0 (hipétese de indugéo)
n! k! (n—k)! n! (k—D!n—k+1)!
T k- Mkt Km—K! Km—k! k—D(n—k+1)
(Corolério[119.i)
nlk! (n —k)! n(k—NDmn—k+1)!
k=D —k+DK!n-K! Kn-KkK!'(k-1'n-k+1)
(Corolario [119.iii)
nk!ln—k)!'+n'k—1)!'n—-k+1)! . _
- k(!(n—L)!(k—(1)!(Ti—(k+1)! L (Corolario[[T9.iv)
nkln—k!'+k-1)n-k+1)
TRk K m—kt+1
k=T —K!k+m—k+1)]
TR k=K (n—kr1)
= T T gl [j:l]1 n (Corolério(119.ii)
(n+1)!
kKT —K)

Logo, conclui-se por indugdo que, Vn € Z%, a tese vale Vk < n. Para k = n, temos que
(™) =1 (0 mesmo subconjunto de A com a mesma cardinalidade de A é o préprio A) e que

n
I = 1. Além disso, () = 1, pois o tnico subconjunto de A com cardinalidade nula ¢ o
conjunto vazio. Como -5 = 1, vale a tese e concluimos a demonstragéo. |
Lema 177:
n n
G) =) =1,Ynez,. O
Demonstragio:

Segue da Proposi¢ao[T76|que

n! n!

Corolério 178:
b b
() =@ =G =(()HVabeZ,. U
Demonstragio:
b b
(g)_Q) _1_(b)_(o),Va,beZ+. (Lemal[T77)
Isto encerra a demonstragéo. ]

Teorema 179 [Teorema do Binoémio]:
Sejam a,b,n € Z,n > 1. Entdo

(a+b)" = Z (2) a™ kpk,

k=0

Além disso, se a e b forem nido ambos nulos, a identidade acima é vilida para n = 0. O
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Demonstragio:
Faremos a prova via indugdo sobre n. Para n = 1, temos que

Dadon > 1, suponhamos que a tese seja verdadeira V a,b € Z. Entdo perceba que

(a+b)" =(a+b)(a+b)",
=a(a+b)"+b(a+b)"

)
n n
a Z (2) a™ *b* +b Z (1]:) a“*kbk,
k=0 k=0
n
_ Z (z) QT kpk 4 Z (E) amRpkHT
k=0 k=0
n (Tl) n+1 n
— Z aTLJr]fkbk 4 Z ( )a““kbk,
k = k—1

n) n+1 - [(n) ( n )] n+l—kpk (n) n+1
a + Z a b* + b
0 = k k—1 n

_ (g) Qo Z (“: 1) anH1—kpk 4 (2) bt (Proposicao|[T75)
k=1

_|_

1 n 1 1
= ng‘ )an+1 + 1; (n: )anJr]kbk + (21 ])b“H, (Corolario[T78)
+1
:n ( +])an+1—kbk
k
k=0
Assim, concluimos por indugdo que vale a tese para todo inteiro positivo n. ]

Teorema 180:

Ndo existe nenhum polindmio p(n) em apenas uma varidvel, ndo-constante e com coeficientes inteiros
tal que p(n) seja primo, para todom € Z.. O
Demonstragio:

Escrever de- Suponhamos que f(x) = Y 1_, axx¥, com os ax € Z, seja tal que f(n) é primo para todo
monstracado! inteiron > 0.
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Sejang € Z, esejap = f(no). Perceba que, sendo t um inteiro arbitrario, teremos que

n
f(no +tp) = >_ ar- (no +tp)*,
k=0
n k K
= Z ay - (l)n‘gltlpl, (Teorema |[179)
k=0 1=0
n k K
= Z Qg + ayg - Z <l>nl(§ltlpl)
k=0 1=1
n k
=f(no) + Z Z ax <1>n1§1t1 l,
k=01=1
=p+U(t),

k=01=1
n k k
=) ) (l)né‘ltlp“,
k=0 1=1
= k
=p- Z ak(l>n§1tlp1].
k=01=1

Isso nos permite definir a fungdo ¢(t) = 3 1o 3 1 ; ax ()n§t'p'~", que satisfaz |(t) =

P - (t). Logo, teremos que f(no +tp) =p+p - d(t) =p - (1 + d(t)) e, portanto, p | f(no + tp).

Como, por hipétese, f(ng + tp) é primo, é preciso que f(no + tp) = £p. Caso contrério,
terfamos que f(no +tp) possui um divisor préprio ou que p = %1 (e portanto p nao seria primo).
Segue entdo que £p = p + P (t), o que implica que P(t) = £p — p. Seguird que $(t) = 0 ou
¢ (t) = —2, para todo t.

[Como concluir a prova sem utilizar o Teorema Fundamental da Algebra? J
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CariTULO 4

Congruéncias

§15: Equacdes Diofantinas Lineares

Definic¢ao 54 [Equacdo Diofantina]:

Diremos que uma equacdo polinomial a coeficientes inteiros em uma ou mais varidveis é
uma equagdo diofantina quando nos interessarmos apenas por suas solugdes inteiras. Em especial,
diremos que uma equacdo diofantina é linear se for uma soma de mon6émios de grau 1 ou 0

igualada a um inteiro. L
Observagio:

Consideraremos aqui apenas as equagdes diofantinas lineares da forma ax + by =c. &
Proposicao 181:

Sejam a,b,c € Z, com a e b ndo ambos nulos. A equagio diofantina ax + ay = c admite solugdes
se, e somente se, mdc (a,b) | c. O
Demonstragio:

Conforme feito na demonstragdo do Teorema de Bézout, sabemos que | = {ax + by, x,y € Z}
é um ideal de Z e, portanto, vale que ] = dZ, onde d = mdc (a, b).

E trivial constatar que a equagao possui solucédo se, e somente se, ¢ € | e, portanto, se, e
somente se, d | c. [ |

Teorema 182:

Sejam a,b,c € Z, com a e b ndo ambos nulos e tais que d = mdc (a,b) | c. Sejam v, s € Z tais que
d =ra+sb. Entdoxo =1 5 eyo = s - g solucionam a equagio ax + by = c. Além disso, toda outra
solugdo desta equagdo é da forma

sendo que todo inteiro t fornece uma solugdo da equagdo. O

Demonstragio:
Visto que d = ra + sb, basta multiplicar a equagdo por c/d para constatar que

C—I—sb-

ra- — =c.
d

<
d
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Veja ainda que ao substituir x = xo + St ey =yo — $t obtém-se

ab ab
ax + by =0Xo+Ft+byo—Ft,
= axop + byo,

=c.
Por fim, suponha que x’ e y’ solucionem a equagdo. Entao perceba que

ax’ +bx’ = ¢ = axp + byo,
csa(x"=x0)+b(y —yo) =0.

Denotando a; = § eby = %, temos que
ab
mdc (Cl],b] ) =mdc (a) a))
dca,b
= %, (Proposicao(142)

=1.

Como podemos escrever aj (x’ —xo) = by (yo —y’), vemos que by | a; (x" —x0) e, pelo
Teorema de Euclides, by | (x” —x¢). Dessa forma, sabemos que existe t € Z tal que x’ —xo = b1t
e segue que

/ b
X :xo—i—at,

b
=r—-+ <t

c

d ' d
Substituindo x’ — xo = by t, obtemos que

ar (x"—x0) =b1 (yo—y'),

arbit =01 (yo—y’),

art=yo—y’,
r_C e
YR
Assim concluimos a demonstragéo. |

§16: Congruéncias Médulo m

Definic¢ao 55 [Congruéncia Médulo m]:

Sejam m,a,b € Z,m # 0. Diremos que a e b sdo congruentes médulo m, e escreveremos
a =b (modm), se, e somente se, m | a —b. Se a e b ndo forem congruentes médulo m, i.e.,
m+ta—b, escreveremos a Zb (mod m). '

Observagio:
Perceba que a Defini¢do[p5|é equivalente a afirmar que a =b (modm) < a =b+mgq, q € Z.
Além disso, como m | a —b < |m| | a — b, pode-se tratar sem perda de generalidade apenas o

caso m > 0. &
Proposicao 183:

Seja m € Z* . Dois inteiros a e b sdo congruentes médulo m se, e somente se, ambos tem como resto
o0 mesmo inteiro ao serem divididos por m. O
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Demonstragio:
Suponhamos que a = b (mod m). Sabemos do Algoritmo da Divisdo que existem q1, 42,71, T2
Unicos tais que
a=mq;+711, 0 <m,
b=mqy+712,0<1 <m.
Subtraindo a segunda equacédo da primeira, segue que

a—b=m(q1 —q2) +(r1 —12),
Tm—r12=m(q2—q1)+ (a—b),
Smir—rm&m|la—b.

No entanto, como sabemos que 0 < 1y < m, vem que

0<ri<m,
—m< —1; <0,
—mJry—r2<m, —mJr—711 <m,

S0 =12l <m.
Logo, 7q’ € Z*;q'm = |ry — 12|. Afinal, pelo Lema[97]
0<gm<m=0<q' <1=q =0.

Assim vemos que 11 — 12 = 0 e, portanto, 11 =12. Comom |11 — 12 & m | a — b e todo inteiro

m divide 0, concluimos que a =b (modm) < 11 =1,. |
Proposicao 184:

Sejam € Z7_ e sejam a,b € {i}i“l?]. Entioa=b (modm) < a=b. O
Demonstragio:

Pelo Algoritmo da Divisdo, sabemos que existem inteiros q1, 2,71, T2 Gnicos tais que

a=mqi+71,0< 1 <m,
b=mqz+712, 02 <m.
Logo,comoa =0-g1+a,0 <a<meb=0-q2+b,0<b<m, vemosqueaeb

sdo os restos de suas respectivas divisdes por m. Logo, pela Proposigdo conclui-se que
a=b (modm) < a=hb. ]

Definicado 56 [Sistema Completo de Residuos Médulo m]:
Seja A ={ai}i™; C Z. Diremos que A é um sistema completo de residuos médulo m se, e somente

se, cada inteiro é congruente médulo m a um, e apenas um, dos elementos de A. '
Proposicao 185:

Sejam € Z* . O conjunto A = {n}?l:()] ¢ um sistema completo de residuos médulo m. O
Demonstragio:

Tome n € A. Conforme a demonstragdo da Proposigao[T84] n ¢ o resto da sua divisdo por m.
Pelo Algoritmo da Divisdo, um inteiro qualquer z, ao ser dividido por m, terd um tnico resto r
tal que 0 < v < m, i.e., um tnico resto em A. Pela Proposi¢do z serd congruente ao tnico

n € A ao qual seu resto se iguala. |
Proposigao 186:
Seja m € Z%.. A congruéncia médulo m constitui uma relacdo de equivaléncia em Z. O
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m+2

3m+3

m+4

m+5

m+ 6

Figura 4.1: Cada inteiro é congruente a um, e apenas um, dos niimeros dispostos no circulo, de forma que podemos

associar cada inteiro a um ponto. Note que isso é devido d Proposigdo

Demonstragio:

Sejam a,b,c € Z. Como a — a = 0 e todo inteiro m divide 0, é claro que a = a (modm).
Além disso,comom | a—b <& m | b—a, temos também quea =b (modm) < b =a (modm).
Suponhaque a =b (modm) eb =c¢ (modm). Entdo o resto da divisdo de a por m é igual
ao resto da divisdo de b por m (pela Proposicao[183), que por sua vez é igual ao resto da divisdo
de ¢ por m (pela mesma Proposi¢do). Como o Algoritmo da Divisdo garante a unicidade da
divisdo de um inteiro por outro, temos que o resto das divisdes de a e ¢ por m sdo iguais. Pela

Proposicao([183 a = ¢ (mod m).

Teorema 187:
Sejam a,b,c,d,, m € Z,m # 0. Valem as propriedades:

i. [a=b (modm)Ac=d (modm)] = a+c=b+d (modm);
ii. a=b (modm)=a+c=b+c (modm);

iii. [a=b (modm)Ac=d (modm)] = ac =bd (modm);

iv. a=b (modm) = ac = bc (mod m);

v. a=b (modm) = a™ =b" (modm),Vn € Z%;

vi. a+tc=b+c (modm)= a=b (modm).

Demonstragio:
Faremos a demonstracdo item a item.

i.
[a=b (modm)Ac=d (modm)] < [m|a—bAm|c—d],
= (a=b+mqAc=d+mp),

=at+c=b+d+m(p+q),
=a+c=b+d (modm).

ii. Como, pela Proposigao[186] ¢ = ¢ (mod m), segue do item i.
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iii.

[a=b (modm)Ac=d (modm)l = (a=b+mqAc=d+mp),
= ac = (b+mq) (d + mp),
< ac =bd+m(qd+pb+ mqgp),
= ac = bd (modm).

iv. Como, pela Proposicao[186} ¢ = ¢ (mod m), segue do item iii.

v. Para n = 1, vale trivialmente. Suponha que vale para algum n € Z%. Entdo, por iii,
a®*=b" (modm) = a™*!' =b™*"! (modm). Por indugao, vale para todo inteiro positivo

n.
Vi.
a+c=b+c (modm)e m|(a+c)—(b+c)],
< m | ((1 - b) )
S a=b (modm). [ ]
Proposicao 188:
Sejam a,b,c,m € Z, m # 0. Se mdc(c,m) = 1, entdo ac = bc (modm) = a=b (modm).
O
Demonstragio:
ac = bc (modm) & m | c(a—b). Como mdc(c,m) = 1, o Teorema de Euclides garante
quem|a—Db. Logo,a=b (modm). |
Proposicao 189:
Sejam c,m € Z, m # 0. Se d = mdc (c, m) # 1, existem inteiros a, b tais que ac = bc (mod m),
mas ndo é necessdrio que a = b (mod m). O
Demonstragio:

Ha dois casos: como d | m, é preciso que d < m. Logo,oud =moud <m.

Se d =m, entdom | c. Logo, o resto da divisdo de ¢ por m é nulo e, portanto, c = 0 (mod m).
Assim, dados a,b € Z quaisquer, m | c(a — b) e segue que ac = bc (mod m).

Se d < m, entdo sabemos que existem inteiros p e q tais que m = pd e ¢ = qd. Tem-se entdo
que m | cp, visto que cp = qdp = qm e m | m. Logo, cp = 0 (mod m), embora em geral ndo

valha que p =0 (mod m). [ ]
Observagio:

Note que, dados a,b € Z, b # 0, podemos determinar o resto da divisdo de a por b buscando
ointeirortalque0 < r<bea=r (modm). &
Observacio:

Dada uma base numérica de Z (e.g., a decimal), podemos determinar o algarism odas unida-
desdea=3),_, ar,mk buscando o inteiro ag que satisfaz0 < ap <mea=ag (modm). &

Exemplo [Critério de Divisibilidade]:

Sejaa € Z, coma=7 " ;ax10%0 < ax < 9. Pode-se obter um critério para determinar se
3a.

Note que 10 = 1 (mod 3). Logo, 10 =1 (mod3) pelo Teorema Pelo mesmo Teorema,
ax10® = ax (mod3). Temos entdo que Y |-, axl0® = 3 " jax (mod3) e, portanto, a =
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> o ak (mod3). Vemos assim que existe q € Z tal que

a= Z ax +3q.
k=0

Logo,3la< 3] -, ak. O
Proposicao 190:

Sejam a,b,r,s € Z,1,s #0. Entdoa =b (modr) < as =bs (modrs). O
Demonstragio:

Se a =b (modr), entdo a — b = rq, para algum inteiro q. Logo, as — bs = rsq e segue que
as = bs (modrs). Perceba que o argumento € inversivel. |
Proposicao 191:

Sejam m, my € Z* relativamente primos e seja a um inteiro. Entdo

a=0 (modmimy) & a=0 (modmj) ANa=0 (modm;). O
Demonstragio:
=
a=0 (modmim,),
a=mymaq, dE€Z,
~mi|la=a=0 (modm,),
smyla=a=0 (modm;).
=

a=0 (modmy) Aa=0 (modm;),

a=mjq/\a=myp.

Como mdc (my,m,) =1em, | miq = a, vem do Teorema de Euclides que m; | q. Logo,
existe k € Z tal que q = myk. Assim, a = mym,k e segue que a =0 (mod m;m;). [ |

Proposigao 192:
Seja{ai}i", um sistema completo de residuos médulo m e seja a € Z tal que mdc (a, m) = 1. Entdo
valerd que {a - a;}{~, é um sistema completo de residuos médulo m. O

Demonstragio:

Como {ai}i~; é um sistema completo de residuos médulo m, sabemos que Vi3j;a - a; =
a; (modm). Além disso, a-a; = a; (modm)Aa-ax = a; (modm) = 1 =j. Caso
contréario, teriamos da Proposi(;éo quea-a; =a-ax (modm)e, do Teorema vem que
a; = ax (modm). Como a; e ai sdo elementos de um sistema completo de residuos médulo
m, conclui-se que a; = a.

Como todo inteiro é congruente médulo m a um, e apenas um, a; e cada a; é congruente
moédulo m a um, e apenas um, a - aj, percebe-se que cada inteiro hd de ser congruente médulo
ma um, e apenas um, a - a;, o que nos leva a conclusao de que {a - a; }j"; é, de fato, um sistema

completo de residuos médulo m. |
Observagiio:

Dados a,b, m € Z, m # 0, diremos que uma solugdo da congruéncia ax =b (mod m) é um
inteiro x que a satisfaca. &

Teorema 193:
A congruéncia ax = b (mod m) tem solugio se, e somente se, d = mdc (a, m) | b. O
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Demonstragio:
ax =b (modm) & Iy € Z; ax = b—my. Ouseja, um certo inteiro x resolvera a congruéncia
ax = b (modm) se, se somente se, houver y € Z tal que x e y resolvam a equagao diofantina

ax + my = b. Pela Proposigdo isso ocorreré se, e somente se, mdc (a, m) | b. |
Proposicao 194:
Sejam a,b, m € Z,m # 0. As solu¢des da congruéncia ax = b (mod m) sio
b m
X = T'H + Et, te Z,

onde v € Z é algum inteiro tal que mdc (a, m) = ra + sm (cuja existéncia é garantida pelo Teorema de
Bézout). O
Demonstragio:

Xo € Z resolve ax = b (mod m) se, e somente se, houver yo € Z que resolva ax + my = b.
Como todas as solugdes desta equagdo diofantina sdo

b m b a
X:raﬁ’at,y:Sa*at, tEZ,

segue que as solug¢des da congruéncia sdo

Teorema 195:

Sejam a,b,m € Z,m # 0, com d = mdc(a,m) | b. Escrevendo d = ra + sm, com r,s € Z,
a congruéncia ax = b (mod m) admite d solugbes ndo congruentes, duas a duas, médulo m. Estas
solugdes sdo

b m d—
X = Ta + Et, te {1}?:01 .
Além disso, toda outra solugdo da congruéncia é congruente a uma dessas. O
Demonstragao:

Sabemos, da Proposicdo que toda solugédo é da forma

b m
Xt:Ta+Et, th.

Mostremos que toda solugio é congruente a uma com t € {i}2". Como, pela Proposicdo
{1}, é um sistema completo de residuos médulo d, sabemos que V't € Z,3'k € {i}\ ) ;t =
k (modm). Usando reiteradamente o Teorema teremos que

Assim vemos que, de fato, toda solucdo da congruéncia é congruente médulo m a uma das
apresentadas. Resta provarmos que existem realmente d solug¢ées distintas médulo m. Para
tanto, suponhamos que existam xn, xx tais que xn = xx (modm), com 0 < h < k < d. Perceba
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que

k (modm), (Teorema

ml%(k—h).

Como, por hipétese, 0 < k —h < d, teremos entdo que 0 < F (k—h) < 1d =m. Contudo,
visto que m | 7 (k —h), sabemos que ou m < ' (k — h) (o que é impossivel pela desigualdade
anterior) ou 7§ (k —h) = 0. Segue que h = k. Portanto, concluimos que duas solugoes distintas
dentre as apresentadas ndo podem ser congruentes médulo m entre si e, como ‘{i}id;()] ’ =d,

concluimos que existem d solugdes ndo congruentes, duas a duas, médulo m e que toda outra
solucdo é congruente médulo m a uma destas, provando a tese. |

Corolario 196:
Sejam a,m € Z relativamente primos e seja b € Z. A congruéncia ax = b (modm) tem sempre
solucdo. Ademais, escrevendo 1 = ra + sm, ter-se-4 que x = b é a tinica solugio congruente médulo m,

i.e., toda outra solugdo é congruente modulo m a esta. O
Demonstragio:

Do Teorema sabemos que a congruéncia admite uma tinica solucdo congruente médulo
m, que serd dada por x = 2 = rb. Isso conclui a demonstragao. |

Teorema 197:
Sejam a,b,m € Z, m # 0, com d = mdc (a, m) | b. Escrevendo d = ra+ sm, a congruéncia ax =
b

b (mod m) é equivalente i congruéncia x = % (mod 1), i.e., ambas tem as mesmas solugdes. O

Demonstragio:
Como d = mdc (a, m) | b, sabemos que existem a’,b’ € Z tais que

a=a'd, b=b'd.
Tem-se entdo que

ax=b (modm),
a’xd=b'd (modm'd),
a’x=b" (modm’). (Proposicao[190)

Pelo Teorema sabe-se entdo que ra’x = rb’ (mod m’). Contudo, como d = ra + sm =
ra’d + sm’d, tem-se que 1 = ra’ + sm’. Portanto, ra’ =1 (modm’) e segue do Teoremam
que ra’x = x (modm’). Logo, pela Proposi¢ao[186 obtemos que x = rb’ (mod m’).

Como mdc (m/,r) = 1 (pois caso contrdrio 1 = ra’ + sm’ teria um divisor maior que 1), o
argumento é reversivel, o que conclui a prova. [ |

Teorema 198 [Teorema Chinés do Resto]:
Sejamny,...,ny € Z* relativamente primos dois a dois e sejam c1,...,cx € Z. Entdo o sistema de
congruéncias lineares
x =c¢7 (modnq)

x =cy (modmn,)

X = ¢ (modny)
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admite uma solugdo vinica médulo n = [ [; ni. O

Demonstragio:

Para cada indice i, denotaremos N; = Hjini Pela hip6tese de serem relativamente primos
dois a dois, teremos que mdc (N, n;) = 1. Logo, existem 13, s; € Z tais que 1 = 13N +sin4, 1 <
i<k

Como i #j = ny [ Njy,N;j = 0 (modn;). Pelo Teorema ter-se-d4 que c;TjN; =
0 (modn;), para i # j. Usando Teoremanovamente, obtemos que

Z CjT'ij = CiTiNi (mOdTli) .

Contudo, como r;N;+sin; = 1, valequeriN; = 1 (mod n;) e, novamente pelo Teorema.
¢itiN;{ = ¢; (modny) e, da Prop051g:ao tem-se que Z _0¢TiNj = ¢ (modn;). Portanto,
X0 = ijo ¢j15Nj soluciona o sistema. Resta provar que esta solugao é tinicamédulon = [ [; ns.

Seja x solugdo do sistema, ie.,, x = ¢; (modmn;),1 < i < k. Como xo = ¢i (modni), a
Proposicdo garante que x = xp (modmn;) = n; | (x —xp). Como os n; sdo dois a dois
primos entre si, segue da Proposigéo que [ [;ni | (x —x0) e, portanto, x = xo (modn). MW

Observagio:

A hipétese feita no Teorema de que mdc (ni,n;) = 1, para i # j, é usada para garantir a
existéncia de solugdo para o sistema. Sua auséncia requer a andlise caso a caso. &
Proposicao 199:

Sejam a,b € Zem,n € Z*. O sistema de congruéncias

x =a (modm)

x=Db (modn)
admite solucdo se, e somente se, mdc(m,n) | (a—b). Ademais, esta solugio é iinica médulo
mmc (m,n). O
Demonstragio:

= suponhamos que o sistema tenha solugdo. Entdo veja que

x=a (modm) = x = a+ my,
x=b (modn)=a+my=>b (modn),
my=b—a (modn).

Como o sistema, por hipétese, admite solugdo, sabemos que mdc (m,n) | (b —a) e, por
consequéncia, mdc (m,n) | (a —b).

<«: suponha que mdc (m,n) | (a —b). Entdo a congruéncia my = b — a (modn) admite
solucdo. Vé-se assim que existey € Z tal que a + my =b (modn).

Ao definir x := a + my, podemos escrever x =b (modn). E simples constatar que também
vale que x = a (mod m). Assim provamos que o sistema

{x =a (modm)

x=b (modn)

admite uma solugdo. Resta provarmos que esta é tnica médulo mmc (m,n).
Sejam x e x’ solugdes do sistema. Entdo
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x =a (modm)
x=Db (modn)
x'=a (modm)
x' =b (modn)
x =x’ (modm)
x=x' (modn)’
| (x —x')
n|(x—x')’
mn , -
M k= P 143
mde (m.n) | (x —x'), (Proposigao[144)
mdc (m,n) [ e=xT),
mmc (m,n) | (x —x'), (Teorema|[153)
Sx=x" (modmmc(m,n)). [ |
Teorema 200 [Pequeno Teorema de Fermat]:
Sejam p um primo e a € 7 tais que p { a. Entdop | aP~" — 1. O

Demonstragio:

Escrever de- Primeiramente, perceba que p | aP~! —1 < aP~! =1 (modp). u
monstracao!
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Adicido (N)

Seja m um nimero natural dado. Entdo definimos a soma, também chamada de adicdo e
denotada por +, de m com outro ntimero natural por

i m+0=m;

ii. m+on) =o(m+n),VneN.

Adicio (7)
Sejam o = [(a,b)], B = [(c,d)] € Z. Definimos a adi¢do, ou soma, de cce 3, por o + 3 :=
[(a+c,b+d).

Antecessor (N)
Sejan € N*. Dizemos que o nimero natural m que satisfaz m = o(n) é o antecessor de n
e que n é o sucessor de m. Também dizemos que m antecede n e que n sucede m.
Boa Ordem
Seja A um conjunto e < uma relacdo de ordem parcial ampla sobre A. Diremos que < é
uma boa ordem se, e somente se, todo subconjunto ndo-vazio de A admitir minimo. Ou
seja,
VBCA,B#g,I3x € B;VyeB,xxy.
Classe de Equivaléncia
Sejam A um conjunto, ~ uma relacdo de equivaléncia em A e x € A. Denominaremos
classe de equivaléncia de x, denotada por [x], o conjunto definido por
x] :={y € A;y ~x}.

Congruéncia Médulo m
Sejam m, a,b € Z, m # 0. Diremos que a e b sdo congruentes médulo m, e escreveremos
a=Db (modm), se, e somente se, m | a —b. Se a e b ndo forem congruentes médulo m,
ie,m{a—b,escreveremos a Zb (modm).
Conjunto Limitado
Seja A um conjunto, B C A e < uma relacdo de ordem parcial ampla sobre A. Diremos
que B é limitado superiormente (inferiormente) se admitir majorante (minorante).
Conjunto Quociente

Seja A um conjunto e ~ uma relagdo de equivaléncia em A. Definimos o conjunto quo-
ciente de A por ~, denotado por A/~, como o conjunto formado por todas as classes de
equivaléncia determinadas por ~em A, i.e.,

A/~:={[x];x € A}.
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Contradominio de uma Func¢ao
Sejam A, B conjuntos e f: A — B uma funcdo. Diremos que B é o contradominio de f.
Decomposicao
Seja A um conjunto. Uma decomposic¢do, ou parti¢do, de A é uma familia </ de subcon-
juntos ndo-vazios de A, dois a dois disjuntos, cuja unido é o préprio A. Isto é, uma familia
de subconjuntos de A satisfazendo:
i VS, Ted,S#T=SNT=g;
ii. o =A;
iii. VS € &/,S # ©.
Decomposi¢ao em Fatores Primos
Seja a > 1 um inteiro e seja py - - - pn = @, com p;,i =1,...,n, ndmeros primos. Diremos
que p1 - - pn € uma decomposigdo em fatores primos de a e diremos que n, i.e., 0 ntimero
de elementos usados na decomposigdo, € o comprimento da decomposigdo.
Divisibilidade
Sejam a, b € Z. Diremos que b é divisivel por a, ou que a divide b, se, e somente se, existir
x € Ztal que a - x = b. Neste caso, escreveremos a | b. Se a ndo dividir b, escreveremos
atb.
Divisor
Sejam a € Z* e b € Z. Diremos que a é divisor de b se, e somente se, a | b. Ver também
Quociente, Divisibilidade.
Divisor Comum
Sejam a, b € Z, ndo ambos nulos. Diremos que um inteiro c¢ é um divisor comum de ae b
se, e somente se, ¢ | a/\ ¢ | b. Denotamos o conjunto de todos os divisores comuns de a e
b por D(a,b) :=={c € Z;c| a/\c|b}. Ver também Divisor.
Divisor Préprio
Seja ¢ um ndmero composto. Diremos que um inteiro b talque b | ce 1 < [b| < || é um
divisor préprio de c. Ver também Niimero Composto.
Dominio de uma Relacao
Sejam A, B conjuntos e R uma relacdo entre A e B. Definimos o dominio de R, Dom R, da
maneira seguinte:
DomR:={a € A;(a,b) € R,b € B}.
Elemento Nulo (N)

Devido a Proposigéodiremos que 0 é o elemento neutro aditivo, ou elemento nulo, de N.

Equacdo Diofantina

Diremos que uma equagdo polinomial a coeficientes inteiros em uma ou mais varidveis é
uma equacao diofantina quando nos interessarmos apenas por suas solugées inteiras. Em
especial, diremos que uma equacédo diofantina é linear se for uma soma de mondmios de
grau 1 ou 0 igualada a um inteiro.

Estritamente Menor (N)

Sejam m,n € N. Diremos que m é menor (ou estritamente menor) que n, e escreveremos
m < n, se valerem simultaneamente as seguintes condigdes:
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i m<n
ii. m#n.
Se m < n, também dizemos que n é maior (ou estritamente maior) que m e escrevemos
n > m, onde > denota a relagdo inversa de <.
Estritamente Menor (Z)
Definimos a relagdo < em Z como a ordem correspondente de <. Pela Proposicdo [31|e
pela Proposigao[27} < é uma relacio de ordem total estrita em Z.
Fatoriais (Z)
Sejan € Z.. Definimos o fatorial de n por
i 01:=1,;
ii. (mM+1)!:=Mm+1)-nl.
Funcao
Sejam A, B dois conjuntos e f uma relagdo bindria entre A e B. Diremos que f é uma funcdo
de A em B se satisfizer:
i. Domf=A;
ii. Vae A,((a,b) e fA(a,b’)ef)=b=1".
Funcao Bijetora
Sejam A, B conjuntos e f: A — B uma fun¢do. Diremos que f é uma fungdo bijetora se, e
somente se, f for injetora e sobrejetora.
Funcao Injetora
Sejam A, B conjuntos e f: A — B uma fung¢do. Diremos que f é uma fungdo injetora se
fla) =f(a’) = a=ad’.
Funcao Inversivel
Sejam A, B conjuntos e f: A — B uma fung¢do. Diremos que f é inversivel se sua relagdo
inversa for uma fungéo.
Funcao Sobrejetora

Sejam A, B conjuntos e f: A — B uma fungdo. Diremos que f é uma funcéo sobrejetora se
sua imagem coincidir com o seu contradominio, i.e., Ran f = B.

Ideal de Z
Seja ] C Z nédo-vazio. Diremos que ] é um ideal de Z se satisfizer as seguintes condicdes:
i a,be]J=a+be]j;
ii.ae],xe€Z=a-xe].
Identidade (N)
Devido a Proposicéo[T5|diremos que 1 é o elemento neutro multiplicativo, ou identidade,
de N.
Imagem de uma Relacdo

Sejam A, B conjuntos e R uma relacdo entre A e B. Definimos a imagem de R, RanR, da
maneira seguinte:
RanR:={b € B;(a,b) € R,a € A}.
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Incomparabilidade

Seja A um conjunto e R uma relagdo sobre A. Dizemos que dois elementos x,y € A,x #y,
sdo incompardveis por R, e escrevemos x || y, se, e somente se, (x,y), (y,x) & R. Se dois
elementos ndo sdo incompardveis por R, dizemos que sdo comparaveis por R e escrevemos

xfy.

Inteiros Consecutivos
Seja {ai}i_;, n € Z% um conjunto de nimeros inteiros. Diremos que os inteiros a; sdo
consecutivos se, e somente se, a;. 1 = a; + 1,Vi € {i}nq

y ; Qi1 = Q4 ’ i=1"

Minimo
Seja A um conjunto e < uma relagdo de ordem parcial ampla sobre A. Diremos que um
elemento x € A é um minimo ou primeiro elemento de A se, e somente se, x < y,Vy € A.

Minimo Miiltiplo Comum
Sejam a, b € Z*. Diremos que min M (a, b), i.e., 0o minimo dos multiplos comuns positivos
de a e b, é 0 minimo multiplo comum de a e b. Além disso, utilizaremos a notacdo
mmc (a,b) = min M*(a, b). Ver também Miiltiplo Comum, Miiltiplo.

Majorante
Seja A um conjunto, B C A e < uma rela¢do de ordem parcial ampla sobre A. Diremos
que um elemento z € A é um majorante, ou uma cota superior, de B se, e somente se,
y =<z,Vy € B.

Maximo
Seja A um conjunto e < uma relagdo de ordem parcial ampla sobre A. Diremos que um
elemento z € A é um méximo ou tltimo elemento de A se, e somente se, y < z,Vy € A.

Maiximo Divisor Comum
Sejam a,b € Z, ndo ambos nulos. Diremos que maxD(a, b), i.e., 0o méximo dos divisores
comuns de a e b, é 0 méximo divisor comum de a e b. Além disso, utilizaremos a notagao
mdc (a,b) = maxD(a,b). Ver também Divisor Comum, Divisor.

Menor ou Igual (N)
Sejam m,n € N. Diremos que m é menor ou igual a n, e escreveremos m < n, se existir
p € Ntal que m+p =n. Se m < n, também dizemos que n é maior ou igual a m e
escrevemos n > m, onde > denota a relagdo inversa de <.

Menor ou Igual (Z)
Sejam o = [(a,a’)] e B = [(b, b’)] nimeros inteiros. Diremos que « é menor ou igual a 3,
e escreveremos o < 3, se a + d < b + c. Neste caso, também diremos que 3 é maior ou
igual a o e escreveremos 3 > o, onde > denota a relagdo inversa de <.

Minorante

Seja A um conjunto, B C A e < uma relacdo de ordem parcial ampla sobre A. Diremos
que um elemento x € A é um minorante, ou uma cota inferior, de B se, e somente se,
x <y,vy € B.

Moédulo (Z)
Ver Valor Absoluto (7).
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Multiplica¢do (N)
Seja m € N um ntmero natural dado. Entdo definimos o produto, também chamado de
multiplicagdo e denotado por -, de m com outro niimero natural por
i m-0=0;

ii. m-on)=(m-n)+m,VneN.

Multiplicagio (Z)
Sejam o = [(a, b)], B = [(c, d)] € Z. Definimos a multiplicagdo, ou produto, de «c e {3, por
a- B :=[(ac + bd, ad + be)l.

Multiplo
Seja a um inteiro ndo-nulo. Diremos que um inteiro m é um multiplo de a se, e somente
se, existir um inteiro q talque m =a - q, i.e., se a | m.

Miultiplo Comum
Sejam a,b € Z*. Diremos que um inteiro ¢ é um multiplo comum de a e b se, e somente
se, a | ¢ Ab | c. Denotaremos o conjunto de todos os multiplos comuns de a e b por
M(a,b) :={c € Z;a| c/Ab | c}. Indicaremos por o conjunto de todos os multiplos comuns
positivos de a e b por M*(a,b) :={m € M(a, b); m > 0}. Ver também Miiltiplo.

Ntimero Composto
Seja ¢ € Z* \ {—1,1}. Se c for ndo-primo, diremos que ¢ é um ntmero composto. Ver
também Niimero Primo.

Numero Negativo (Z)

Seja o« € Z. Diremos que « é negativo se, e somente se, 0 > o.

Numero Positivo (Z)

Seja oc € 7. Diremos que « é positivo se, e somente se, 0 < «.

Ntimero Primo
Seja p € Z. Diremos que p é primo se, e somente se, tiver exatamente dois divisores
positivos: 1 e p|. Ver também Niimero Composto.

Numeros Combinatérios
Sejam n,k € Z,,k < n. Seja A um conjunto tal que |A| = n. Denotaremos o ntimeros
de subconjuntos de A com k elementos por (}}) e leremos combinagdes de n elementos
tomados k a k, ou ainda n escolhe k. Trataremos estes nimeros como inteiros.

Nimeros Inteiros
Doravante utilizaremos a nota¢do Z = N x N/~ e iremos nos referenciar aos elementos de
7, como numeros inteiros, ou simplesmente inteiros.

Oposto (Z)
Dado o = [(a, a’)] € Z, definimos o oposto de «, denotado por —«, segundo —a := [(a’, a)].
A motivagdo para esta defini¢do flui da demonstracdo da Proposigao [59.iii}

Ordem Correspondente

Seja A um conjunto com uma relagdo de ordem parcial ampla ou estrita. Definimos a
ordem correspondente a primeira segundo
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i. se < é uma relacdo de ordem parcial ampla sobre A, sua ordem correspondente < é
definidaporx <y < (x x y Ax#y),Vx,y € A;

ii. se < é uma relagdo de ordem parcial estrita sobre A, sua ordem correspondente < é
definidaporx sy < (x <yVx=y),Vx,y € A.
Ordem Parcial Ampla
Seja A um conjunto e R C A x A uma relagdo bindria em A. Diremos que R é uma relacdo

de ordem parcial ampla em A se satisfizer as seguintes condi¢des:

i. Vx € A, (x,x) € R, i.e., todo elemento de A esta relacionado consigo mesmo (reflexi-
vidade);

ii. Vx,y € A, ((x,y) € RA (y,x) € R) = x =y (antissimetria);
iii. Vx,y,z € A, ((x,y) € RA (y,z) € R) = (x,2z) € R (transitividade).
Ordem Parcial Estrita

Seja A um conjunto e R C A x A uma relagdo bindria em A. Diremos que R é uma relacdo
de ordem parcial estrita em A se satisfizer as seguintes condicGes:

i. Vx € A,(x,x) € R, i.e.,, nenhum elemento de A estd relacionado consigo mesmo
(irreflexividade);

ii. Vx,y,z€ A, ((x,y) € RA(y,z) € R) = (x,z) € R (transitividade).

Ordem Total

Seja A um conjunto e R uma relacdo de ordem parcial, estrita ou ampla, sobre A. Diremos
que R é uma relagdo de ordem total (ampla ou estrita) sobre A se todos os elementos de A
foram comparéaveis por R. De forma mais especifica,

i. se A é um conjunto e < é uma relacdo de ordem parcial ampla sobre A, diremos que
< é uma relagdo de ordem total ampla sobre A se, e somente se, valer a dicotomia:

Vx,ye A, (xsyVy <x);

ii. se A é um conjunto e < é uma relagdo de ordem parcial estrita sobre A, diremos que
=< é uma relagdo de ordem total estrita sobre A se, e somente se, valer a tricotomia:

Vx,y €A, (x=yVx<yVy=<x).
Poténcias (Z)
Seja a € Z. Definimos as poténcias de a com expoente positivo por
i a':==0;
ii. a™':=a-a™Vn >0.
Ademais, se a # 0, definimos a® := 1 por conveniéncia.

Progressdao Geométrica

Se uma sequéncia de inteiros for tal que ai;; = a; - 1, para algum r # 1 inteiro, diremos
que tal sequéncia é uma progressdo geométrica (abreviada como PG) de razdo r.

Quadrado (Z)

Seja a € Z. Definimos o quadrado de a, denotado a?, como o ntiimero inteiro que satisfaz

aZ=a a
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Quociente

Sejam a € Z* eb € Z tais que a | b. Definimos o quociente de b, que serd dito o dividendo,
por a, que seré dito o divisor, como o niimero inteiro ¢ que resolve a equagdo a-c = b.
Em geral, denotaremos o quociente de b por a como

b/a = P
a

Ver também Resto, Divisibilidade.

Rela¢ao Bindaria
Sejam A e B conjuntos e seja o seu produto cartesiano A x B. Diremos que um subconjuntos
R C A x B é uma relagdo bindria, ou simplesmente uma relagdo, entre A e B.
Relagao de Equivaléncia
Seja A um conjuntoe R C A x A umarelacdo. Diremos que R é uma relagdo de equivaléncia
em A se satisfizer as seguintes condigoes:
i. Vx € A, (x,x) € R (reflexividade);
ii. Vx,y € A, (x,y) € R= (y,x) € R (simetria);
iii. Vx,y,z € A, ((x,y) € RA (y,z) € R) = (x,z) € R (transitividade).

Relacao de Equivaléncia em N x N
Considere o conjunto
N x N ={(m,n); m,n € N}.
Definimos a relacdo ~ em N x N de forma que, dados dois elementos (a, b), (c,d) € NxN,
(a,b)~(c,d) & a+d=b+c.
Relagdo Inversa

Sejam A e B conjuntos e R uma relacdo entre A e B. Definimos a relagdo inversa de R, R~
por
R :={(b,a) € B x A;(a,b) € R}.
Relativamente Primos
Sejam a,b € Z, ndo ambos nulos. Diremos que a e b sdo relativamente primos, ou primos
entre si, se, e somente se, mdc (a,b) = 1. Ver também Niimero Primo.
Resto

Sejam a,b € Z,a # 0. Os ndmeros q e T que satisfazem b = aq + r sdo chamados,
respectivamente, de quociente e resto da divisdao de b por a. Note que isso estende a
defini¢do de quociente dada na Definigdo @} Ver também Quociente.

Sistema Completo de Residuos Médulo m

Seja A = {ai}i~; C Z. Diremos que A é um sistema completo de residuos médulo m se, e
somente se, cada inteiro é congruente médulo m a um, e apenas um, dos elementos de A.

Um (N)

Chamaremos de um, e indicaremos por 1, o sucessor de 0, i.e., 1 = o/(0).

Um (Z)

Como o elemento [(c(m),m)] € Z herda a propriedade multiplicativa do um natural,
denotamos esse nimero inteiro por 1 e também o denominamos um.
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Valor Absoluto (Z)

Seja a € Z. Definimos o valor absoluto de a, denotado por |al, da seguinte maneira:

a,sea =0
laf :=
—a,sea <0

Também usaremos a nomenclatura moédulo de a ao falar sobre |al.

Zero (Z)

Como o elemento [(a, a)] € Z herda a propriedade aditiva do zero natural, denotamos
esse ntmero inteiro por 0 e também o denominamos zero.
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